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Dinamica de los sistemas

En este curso consideraremos ecuaciones diferenciales ordinarias

a(t) = f(t,2(t))
z(0) = z°

donde dada una funcién f : R x R® — R"™ y un dato inicial z°, la incognita es
la funcién z : [0, +00) — R™ que llamaremos estado del sistema.

Ejemplo

Supongamos que tenemos una fabrica que tiene como ganancia una
cantidad z(¢) que depende del tiempo. Asumamos que la ganancia inicial fue
z°, la tasa de rendimiento de la reinversién es k = 2 y que reinvertimos toda
la ganancia en todo momento. Entonces la ganancia viene dada por la
ecuacion diferencial

cuya solucion sabemos que es z(t) = ze*".
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Si ahora asumimos que f depende de un parametro a € A C R™ que
controla el sistema de maneraque f: A x R" — R"

&(t) = f(a, z(t))
z(0) = °
obtenemos que el estado del sistema z[a] depende a.

Ejemplo
Ahora reinvertimos sélo una proporcion a € [0, 1] de la ganancia

i(t) = kax(t) = 2ax(t), z(0)=z°
cuya solucion es x[a](t) = 2°***. Ademas el consumo (lo que no
invertimos) en un intervalo de tiempo [0, 7] es

e2aT -1

/0 z(t) — ax(t)dt = /0 (1 —a)x(t)dt=(1— a)xOT.

Cuanto me conviene invertir si queremos obtener el mayor consumo
acumulado en [0, 77?

Ejercicio. Probar que si 7" < 1 conviene tomar a* = 0y si 7' > 1 conviene a*
Gnica solucién de (1 — a)2aT = 1 — e~ 27T,
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Qué pasa si ahora permito ir cambiando la tasa de reinversién a lo largo del
tiempo. Por ejemplo si quiero tomar una tasa de reinversién como

a1 0St§t1
Oc(t): as t1 <t<ts
as t2<t§T

con a1, az,as € A = [0, 1]. Entonces tendremos que resolver el sistema
z(t) = ka(t)z(t) (1a)
z(0) = z° (1b)

que podemos resolver si a priori sabemos en dénde y cuantas veces esta
partida la funcién a.

Mas en general vemos que una funcioén « : [0, 7] — [0, 1] controla el
sistema. Es decir, para cada 2° € R™ y cada o tendremos una diferente
respuesta o estado del sistema, que es la solucion de la ode (1) que
notamos z[z°, o] : [0, T] — R™. Cuando «° esta fijo usamos la notacién z[qa].
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Seguimos con el ejemplo de la ganancia en la fabrica con tasa de
rendimiento de reinversién k£ = 2 pero ahora en cada tiempo ¢ reinvertimos
una proporcion «(t) € [0, 1] de la ganancia

i(t) = ka(t)z(t) = 2a(t)z(t), z(0) =z’

.z 't z
cuya solucién sabemos que es z[a](t) = 2%e/o 22(=)4 Ademas en este caso
el consumo en un intervalo de tiempo [0, 7] es

/O (1) — a(t)z(t)dt :/(; (1 — a(t))z(t)dt.

Cuanto me conviene reinvertir en cada momento si queremos obtener el
mayor consumo acumulado en [0, 77?
Es decir el problema completo consiste en

mczxix/o (1 — a(t))x(t)dt
z(t) = ka(t)x(t)
z(0) = 2°

a(t) € [0,1]
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Para este problemas con control 6ptimo

m(;éx/) (1= a(t)z(t)dt (2a)
z(t) = ka(t)z(t) (2b)
z(0) = 2° (2¢)
a(t) € 0,1] (2d)

Algunas preguntas:

@ ;La ecuacién diferencial tiene solucion para cada a? ;Como deben ser
los controles « para que haya un éptimo? ;Que regularidad tiene la
solucion?

@ ; Existe una solucién épitma (control 6ptimo)?

@ ;Podemos caracterizar matematicamente a un control 6ptimo?
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Notacion y problema de estudio

Usaremos

x1(t) o (t) filt,z, a)
a(t)y=| : y at)=| : s S =

2 (t) o (t) fu(t,z, a)

conz: [0, 7] - R",a:[0, 7] = R™, f:[0,7T] x R® x R™ — R".
Ademas, llamaremos al conjunto de controles admisibles a

A={a:[0,T] - A: aesmedible}.

La ecuacion de estado vendra dada por la ecuacion diferencial ordinaria a
valores iniciales

T(t) = f(twr(t)v a(t))

en donde consideraremos soluciones z : [0,7] — R"™ absolutamente
continuas.

Constanza Sanchez de la Vega PMP



Bajo ciertas hip6tesis sobre f y achicando el espacio de controles
admisibles, se puede probar que para cada « € A existe una Unica solucion
x : [0, 7] — R absolutamente continua. En este caso usaremos la notacion
z[a]. Ver [5] (Capitulo 11) y [4] (Anexo C).

Para simplificar, en lo que sigue consideraremos controles « : [0,7] — R™
continuos a trozos que estan definidas como aquellas funciones que son
continuas en [0, 7 salvo a lo sumo en finitos puntos ¢; € (0,7) con
i=1,---,n de manera que existen los limites por derecha e izquierda de «
en cada t;. Es decir, consideraremos

A={a:[0,T] - A: « continuas a trozos } .

Para estos controles se puede probar que siempre existe un Unico estado
definido en [0, 7).

Teorema

Dada f continua a trozos con respecto a la variable t, continua con respecto
a la variable « y globalmente Lipschitz con respecto a la variable x, para
cada a € A, existe una unica funcion de estado x|« definida en [0, T] que es
continua en [0, T y diferenciable a trozos.
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Queremos hallar el “mejor” control para nuestro sistema. Definimos el
funcional de costo

J(a) = / Lt, 2fa] (1), a(t))dt + $(x]a](T))

donde L:RxR" xR™ - Ry :R" = R.
El problema de control 6ptimo general tiene la forma:

mise (o) i= [ Lit.alol(t).0(0)di + U(alo](T))

donde T > 0 es dado y asumimos 1, f, L son de clase C'' con respecto a .
Notar que si f, esta acotada por una funcién integrable en ¢, estaremos en

las hipétesis del teorema de existencia.

@ S =R": el estado final es libre.
@ S =R’ : condiciones de desigualdad en el estado final como z;(T") > 0.

@ A se suele tomar compacto de R™. Ej anterior m =1y A = [0, 1].
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Multiplicadores de Lagrange

Consideramos el problema de optimizacién

nadx Fl@)
G(z)=0

donde F,G : R™ — R son diferenciables.
El Teorema de multiplicadores de Lagrange dice que:
Si a* es un 6ptimo y VG (a*) # 0 entonces existe A € R™ tal que

VF(a*) + AVG(a*) = 0.

Si llamamos
L\ z) = F(z) + \G(x)
podemos enunciar las condiciones de Lagrange como:
V.L(\a*) =0 - VF(a*) + AVG(a*) =0
VAL(A,a") =0 — G(a") =0
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Principio del Maximo de Pontryagin sin restricciones

donde

miseJ(0) = [ L(t.afo)(0), (1)t + vala)(T)) (3a)
#(t) = £(t,2(t), a(t)) (30)
z(0) = 2* (30)

A={a:[0,7] — R : o es continua a trozos } .

Supongamos que o* es un control 6ptimo, es decir, para todo o € A se

tiene que

J(a®) > J(a).

Dadoe >0y h:[0,7] — R continua , definimos

o =a" +¢h

de manera que o® € Ay a® — a* = eh. Luego, para cada € > 0 se tendra z°
solucion de (3b)-(8c) cona =a° y

J(@") > J(a)

para todo £ > 0.
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Llamamos z* = z[a*]y f*(t) = f(t,z"(t),a"(t)) entonces
= (t) — 2 (t) = f(t,2°(t), a"(t)) — f(t,2"(t), 0" (1))
= Vo f (1) (2" — ") (t) + Vaf " (t)eh(t) + ofe)
2°(0) —z"(0) =0

de donde deducimos que y(t) = lim satisface la ecuacion

e—0t

z=(t) — z"(t)
diferencial lineal :
y(t) = Va [ ()y(t) + Va f (t)R(t) (4a)

Si definimos J(¢) = J(a°) vemos que J : [0, +00) — R tiene un maximo en
¢ = 0 de donde tenemos que J'(0") < 0. Calculamos

d . o _ o J(ad) = J(a")
(0 g = lim ),

J(@%) = J(a") _ 1/0 L(z° (1), 0° (1)) — L(z" (¢), " (£))dt

3 9

+ L () — (@ (1))

€
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Siguiendo la cuenta

J(0*) - J(a)
(@) = tim I,

J(a®) — J(a")
€

1 T € € * *
=2 | 0.0 ) - L 0.0 @)
+ 1 WD) — (e (1))
_ % / VL () — a*) ()t 1 VL (eh(t) + O)
+ 1V (1) @(T) — 3°(T)) + O(e)
de donde tomando limite, obtenemos que
/ Vo L (O)y(8)dt + Vo L™ (Dh(t) + Vatb(a™(T))y(T) < 0.

En lo que sigue queremos reescribir todo en funcion de h.
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Sistema adjunto

Dada una ecuacién diferencial lineal
y(t) = A(t)y(t)
con A(t) € R™ ™,y ¢ R"*! se llama sistema adjunto a
B(t) = —p(t)A(t)
cuya solucion p € R**™ hace que
(py) = By + pi = —p(H) A®)y(t) + p(t) A(t)y(t) = 0.

En particular para la solucién y de

Y(t) = Vaf (0)y(t) + Vaf " (H)h(t)

y(0) =0
definimos el sistema adjunto p que se conoce como coestado:

p(t) = —p(t)Vaf"(t) = Vo L™ (t)

p(T) = V(2™ (T))
se tiene que
(py)(t) = (—=p(t)Va f*(t) = Vo L (1) y(t) + p(t) (Va £ (0)y(t) + Vaf ()h(t))

==V L ()y(t) + p(t)Vaf" (A1),
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Integrando en [0, 77 la igualdad

(py)(£) = =V L™ (8)y(t) + p(H)Va S (D)A(D),
y usando que y(0) = 0 obtenemos
p(T)y(T) = ; =Va L ()y(t) + p(O)Va " (t)h(t),
y como p(T') = V¢ (z*(T')) nos queda

Vo L™ (H)y(t) =/O POVaf  (Wh(t) = Varp(z™(T))y(T).

Si retomamos la desigualdad

0

/ Vo L*(t)y(t)dt + Vo L™ (H)h(t) + Voo (2™ (T))y(T) < 0

vemos que podemos escribir todo en funcién de h como queriamos:

| (VL0 +p0ar ®) hit) <0

0
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Teniamos
T
[ (VL0 +p0Tar ©) hle) <0
0
de donde concluimos que como h era cualquier funcién continua
VoL () +p(t)Vaf (t) =0

en casi todo ¢ € [0, T].
Al igual que como hicimos en multiplicadores de Lagrange, si definimos

H(t7 x? a’p) = L(t7 x? a) +pf(t7 x7 a)

obtenemos
p = f%H(t,x*,a*,p)
i. = %H(t7m*7a*7p)
a * *
=_"H
0 8@ (t7m 7a 7p)
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PMP sin restricciones

Si o* es un control dptimo del problema

méx J () ::/O L(t,z[a](t), a(t))dt + (x[a](T))

acA

#(t) = f(t x(t), a(t))

y z* = z[a], entonces existe p : [0, T] — R™ funcién continua con derivada
continua a trozos tal que si definimos H (t, z, o, p) = L(t,z, @) + pf (¢, x, @),
se tiene que

p—faH(t,CC e ap)
p(T) = Vap(2(T))
a * *
0= %H(t,I ) & 7p)
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Ejemplo

Consideramos un problema en el que
@ z(¢): nimero de células de un tumor,
@ a:tasa de crecimiento exponencial de las células
@ «(t): tratamiento que aplicaremos continuamente
@ [0,77]: intervalo de tiempo en el que haremos el tratamiento

Queremos minimizar el nimero de células del tumor al final del intervalo, con
el minimo costo de tratamiento (menor cantidad de medicacién). Planteamos

el siguiente modelo:

min J(a) = /0 o (t)dt + z(T)

acA
z(t) = ax(t) — a(t)
z(0) =2° >0
donde
A={a:[0,T7] - R : a es continua a trozos } .

Lo primero que observamos es que encontrar un minimo de ese problema

equivale a encontrar un maximo de —J(«).
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Planteamos el problema de control 6ptimo:

gléi( J(a) = — /0 o’ (t)dt — x(T)
z(t) = ax(t) — a(t)
z(0) =2 >0

donde
A={a:[0,T] = R: «escontinua a trozos } .

Definimos el Hamiltoniano H(t,x,a,p) = —a® + plaz — a)

y la ecuacién de coestado

. 8 * *
p=—£H(t,w ,a',p) = —ap

p(T) = Vatp(a(T)) = ~1

de donde obtenemos que p(t) = —e~**~T), Ademas
0= Hu(t,z",a",p) = —2a" —p=-2a" +e¢
de donde tenemos que a*(t) = %e*““*T). Finalmente podemos encontrar

—a(t—T)

* a 1 a —a a
x (t):zoet—&—@e Tlet — ).
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PMP con restricciones en el control

Consideramos de nuevo el modelo de las células tumorales con

@ «(t) € [0, K]: cantidad de medicamento sea no negativa y no valga mas
que una cierta capacidad maxima que toleran los pacientes.

gléij‘( J(a) := —/O o (t)dt — x(T)

z(t) = ax(t) — a(t)
z(0)=2">0
a(t) € 0, K]

es decir, en este caso el conjunto de controles admisibles es

A={a:[0,T] = [0,K], «escontinuaatrozos }.

Supongamos que a* es un control éptimo, es decir, para todo « € A se tiene
que
J(a®) > J(a).
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Si repetimos los argumentos anteriores y dados e > 0y h: [0,7] — R
continua, definimos

ae =a” +¢eh
vemos que puede pasar que a.(t) ¢ [0, K].

Para cada t € [0, 7] punto de continuidad de «, tenemos tres casos:

@ Sia*(t) € (0, K) entonces, dada h cualquiera continua, existe o > 0 al
que a°(t) = a*(t) + eh(t) € (0, K) paratodo 0 < € < &o.

@ Sia"(t)=0 entonces, necesitamos pedir h(t) > 0 para garantizar que
a®(t) = a*(t) +eh(t) > 0y si ademas queremos o°(t) < K elegimos
0 < € < g9 con gy adecuado.

@ Si a”(t) = K entonces, necesitamos pedir h(¢) < 0 para garantizar que
a®(t) = a*(t) + eh(t) < K y si ademas queremos «°(t) > 0 elegimos
0 < € < g9 con gy adecuado.

De las cuentas hechas en la seccion anterior llegamos a la desigualdad

| (Tl 0+ pOTar ®) hle) <0

0

H(t)
Luego
@ Sia*(t) € (0, K) como h(t) no tiene signo, obtenemos que H, (t) = 0.
@ Sia*(t) =0, como h(t) > 0 obtenemos H}(t) < 0.
@ Sia*(t) = K, como h(t) < 0 obtenemos H;(t) > 0.
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Teniamos
@ Sia*(t) e (0,K) — HX(t) = 0.
@ Sia*(t)=0— H;(t) <0.
@ Sia*(t)=K — H;(t) > 0.

Concluimos entonces que
@ Si H,(t) <0, entonces a*(t) =0
@ Si H,(t) > 0, entonces a*(t) = K.

Volvamos al ejemplo. Teniamos
H(ty z, Oz,p) = —O£2 +p((133'(t) - Oé(t))

La ecuacién de coestado

de donde obtuvimos que p(t) = _e—a(t=T)
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Calculamos
Ho(t,z,a,p) = 20 —p= —2a+e D

de donde tenemos que

° Hi(t)=—-2a"+e "D >0 a"(t) = K
= e T S 90  — 0K = t < T — @
o
Hi(t)=—22"+e T 0= a"(t) =0
= ¢ *"T) <0 = nunca ocurre.
°

i efa(th)
Hi(t) = ~20° 47D =0 = a'() = S —
a
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Concluimos entonces que

Algunos comentarios:

@ o™ es una funcién continua

0<t<T— RCK)

T

@ Sie'T < 2K (T — C5) ~ ) tendremos o* (t) =

a

@ Si2K < 1(7T — %) > 7)tendremos o*(t) = K en [0, 7]
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El problema de control 6ptimo con restricciones en el control general

méx J () ::/ L(t, z[a](t), a(t))dt + (z[a](T))

acA 0

x(t) = f(t,m(t),a(t))

z(0) = z°

ai(t) € lai, bl parai=1,---,m

donde A = {a:[0,7] = R =[]",[ai, b;] : o es continua a trozos } .

Teorema

Si o es un control éptimo del problema y =* = z[a*], entonces existe
p: [0,7] — R™ funcién continua con derivada continua a trozos tal que si
definimos H (t,xz, o, p) = L(t,z,a) + pf (¢, x, ), se tiene que

p= —%H (t,z",a",p) — ecuacion de coestado
p(T) = Vap(2(T))

Para casi todo t € [0, T
H(t,z"(t),a"(t),p(t)) > H(t,z"(t),a,p(t)) — condicion de optimalidad

para todoa € R

— condicion de transversalidad

Constanza Sanchez de la Vega PMP



Comentario:

La condicién de optimalidad junto con que «; € [a;, b;] nos dice:
@ Sia;(t) € (as,b;) entonces H;, (t) = 0.
@ Sia;(t) = ai, entonces H,, (t) < 0.
@ Sia;(t) = bi, entonces H,, (t) > 0.

de donde concluimos que
@ Si H} (t) <0,entonces o;(t) = a;.
@ Si H} (t) > 0, entonces «;(t) = b;.
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PMP lineal en el control

Consideremos el problema de la fabrica, es decir

Definimos el Hamiltoniano (independiente de t)
H(z,a,p) = (1 — a)z + pkax = z + a(—z + kpz)
y planteamos la ecuacién de coestado

p = 7%(x*aa*7p) =-1 + o 7pka

ov ,
p(T) = 5 (" (1)) = 0.
Ademas si o™ es 6ptimo debe pasar que para casi todo ¢ € [0, T
H(z"(t), e (t),p(t)) = H(z"(t), a,p(t))
para todo a € [0, 1].
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Hu(z,a,p) = —x + pkx = z(pk — 1)
no depende de o™ y por lo tanto no nos da informacién sobre el control!
En este caso volvemos a la ecuacién de optimalidad: para todo ¢ € [0, 7]
a”(t) + o () (=a" (t) + kp(t)z™ (1)) = 27 (t) + a(—a"(t) + kp(t)z" (1)),
equivalentemente
a’ (t)(=a"(t) + kp(t)z™ (1)) = a(—a"(t) + kp(t)z™ (1))

para todo a € [0, 1].
Definimos la funcién de cambio (switching function)

o(t) = =z (t) + kp(t)z™ (t) = =" (¢)(kp(t) — 1)
tenemos que para cada t € [0, 7]

a” (t)p(t) > ag(t) para todo a € [0, 1]
de donde vemos que

0 si o¢()<O0
a"(t)=4¢ 7 si #t)=0
1 si ¢()>0
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Teniamos
méLx/0 (1 — a(t))x(t)dt

z(t) = ka(t)z(t), con k>0

Q

a(t) € 0,1]
Si o™ es 6ptimo, el estado asociado queda determinado por
m*(t) _ xoe-/3 ka*(s)d57
luego siendo z° > 0 se tiene que z*(¢) > 0 para todo ¢ € [0, 7).
Entonces si ¢(t) = 2*(t)(kp(t) — 1) = 0 en [a,b] C [0, 1], debe ser p(t) = +
en [a, b]. Con lo cual

7 si op(t)=1/k
1 si pt)>1/k

{0 si p(t) <1/k

Pero no puede ser p(t) = % en un intervalo ya que no satisface la ode de p.
Entonces para casi todo ¢ € [0, 7] podemos decir que

v J 0 si (t) <1/k
“”*{1 si Z(t)>1/k
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Tenemos

vo-{1 3 sl
p(t) = —1+a"(t)(1 - p(t)k)
p(T) =0.
Analizamos ahora las condiciones sobre p.
@ Como p(T) = 0, vemos por continuidad que p(t) < + en algun intervalo
aizquierda de T'. Para esos valores de t < T' cercanos, a*(t) = 0.
@ Entonces
pt)=T—1
mientras p(t) < + quevalesit > T — ¢ =t*.
@ t"=T-;>0siysolosiTk > 1.

@ Sit < t* contcercano a t*, por continuidad de p, p(t) ~ p(t*) = .
Entonces p(t) ~ —1 con lo cual p decrece y por lo tanto
p(t) > p(t*) = 1. Luego o (t) = 1 para esos valores de t.

@ Luego

1 —k(t—t*) 1
t) = —
p(t) = 1e > 7

mientras ¢t < t*.
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En conclusién

Leh=T+1) g 0<t<T -1

—t Si

!
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PMP lineal en el control

En general, un problema de control 6ptimo lineal en un control tiene la forma
T
rwf/(h@@@D+M@w@MﬁDﬁ+W@@D
«@ 0

@(t) = fi(t, z(1) + fa(t, 2(1))a(t)
x(0) = 2°

a(t) € la, bi1]
Definimos el Hamiltoniano
H(t,z,0,p) = L1(t,z(t)) + La(t, z(t))a(t) + p (f1(t, z(t) + f2(t, 2(t))a(t))
La ecuacién de coestado es

p = —%—Z(t,x*,a*,p)

ov , .,
p(T) = 5 (" (D).
Ademas si o* es 6ptimo debe pasar que para casi todo ¢ € [0, 7]

H(z" (), " (t),p(t)) = H(z"(t), a,p(t))
para todo a € [a1, b1].
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La ecuacion de optimalidad: para todo ¢ € [0, T

H(z"(t),a" (t),p(t)) = H(z"(t), a,p(t))
para todo a € [a, b].
Li(t, 2™ (t)) + La(t, 2" (1)) a™ (8) + p(t) (fr(t, 2" (2) + fa(t, 27 (£)) (1))
> Li(t, " (1) + La(t, 2" (t))a + p(t) (f1(t, 27 (1) + fa(t, 2" (t))a)
equivalentemente
(La(t, 27 (1)) + p(t) f2(t, 27 (1)) a(t) = (La(t, 2" (t) + p(t) fa(t, 27 (1)) a,

para todo a € [a1, b1].
Definimos la funcién de cambio (switching function)

¢(t) = La(t,z" (1)) + p(t) f2(t, 27 (1))
tenemos que para cada ¢t € [0, 7]

a*(t)g(t) > ap(t) paratodo a € [ai1, bi]
de donde vemos que

a'()=4 7 si ¢(t)=0

a1 Si @) <0
{61 si ¢(t) >0
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Si ¢(t) = 0 en algun subintervalo [to, t1] C [0, 7] no tenemos informacion
para determinar el control o*.

Si logramos probar a partir del problema concreto que ¢(t) se anula en
puntos aislados, tendremos

v o ar si @(t) <0
O‘(t)—{bl si 6(t)>0

que es lo que se conoce como control bang bang que toma alternadamente
los valores a; y a2 (extremos del intervalo donde toma los posibles valores el
control). La cantidad de saltos del control dependera de cuantos cambios de

signo tenga ¢(t).

Si existe un subintervalo donde ¢(t) = 0 se dice que tenemos un control
singular en ese intervalo.
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Otro ejemplo

Definimos el Hamiltoniano

H(t,z,a,p) = €' (1 — a) + pzra.
La ecuacién de coestado es

H * * *
p: _6671‘(757'r , & 7]7) = —px

p(2) =0.
Ademés si o* es 6ptimo debe pasar que para casi todo ¢ € [0, 7]
e (1—a" (1) +p(t)a" (t)a(t) > €' (1 - a) + pz”(t)a
para todo a € [0, 1].
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De
¢ (1—a” (1) + p(H)z" (t)a(t) > ¢ (1 - a) + pa” (H)a
para todo a € [0, 1]. tenemos
(—e" +pt)a" (1) a(t) = (—€' +p(t)a" (1)) a
para todo a € [0, 1]. Es decir, si ¢(t) = —e’ + p(t)z* (t)

a* (1)é(t) > ad(t) para todo a € [0, 1].

Veamos si ¢ se anula en algin subintervalo [to,t1] C [0, 2]. Suponemos que
si, entonces

e = p(t)z"(t)
en un intervalo. Derivando en ese intervalo, llegamos a la contradiccion
e' = —p(t)a ()" (t) + p(t)a” (t)e () = 0

lo cual nos dice que ¢ no se anula en ningun subintervalo y entonces el
control es bang bang.
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Luego

i J 0 si o @(t)<O
O‘(t)—{1 si ot) >0

Veamos el signo de ¢(t) = —e’ + p(t)z*(t). De la ecuacién de p(t),

p = —pa
p(2) =
vemos que la Unica solucién es p(t) = 0, de donde ¢(t) = —e’ < 0 para todo

t € [0,2] y por lo tanto

a’(t) = 0.
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PMP lineal en el control y restricciones en el estado final

Consideremos de nuevo el problema de la fabricacon T =4,k =2 ,20 =1
y la condicién que

@ La ganancia en el tiempo final 7' no sea menor que 2000.

Constanza Sanchez de la Vega PMP



Karush Kuhn Tucker

Consideramos el problema de optimizacién

max F(x)

aeRV'L
G(z)=0, H(z)>0
donde F: R™ — R,G : R™ — R*, H : R™ — R! son diferenciables.

De las condiciones de KKT sabemos que si a* es un éptimo, existen
Xo > 0,\ € R* 1 € R! no nulos a la vez, tales que

MVF(a +Z)\VG +ZNJVH (a*)=0

j=1
MZOparatodOz:Lm A, pi-Hi(a®)=0

En el caso en que Ao # 0 se dice que el problema es “normal” y se normaliza
tomando Ao = 1.
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Vamos a estudiar ahora el problema general

méx J(«) ::/O L(t,z[a](t), a(t))dt + (x[a](T))

acA
J,’(t) = f(t,l‘(t), a(t))
z(0) = z°

a;i(t) € las, b parai=1,--- ,m
O (z(T)) >0

donde
A= {a :[0, 7] - R= H[ai’ bi] : « es continua a trozos y
1=1

P1(2[e)(T)) 2 0, Pa(z[a](T))}

y ®; : R" — R, &, : R™ — R’ son de clase C"*.
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méx J(a) ::/0 L(t, z[a](t), a(t))dt + (z[a](T))

acA

i(t) = f(t,x(t),a(t),  2(0) =a°
ai(t) € lag, b parai =1, -+ ,m, ®1(z(T)) > 0, P2(x(T)) =0

Teorema

Si o es un control éptimo del problema general anterior y * = z[a],
entonces existen Ao > 0, 3 € R* v e R yp: [0,T] — R™ funcién continua
con derivada continua a trozos tal que (\o, 3,v,p(t)) # 0 para todo t. Si
definimos H (t,xz, o, p, Ao) = Ao L(t, z, ) + pf(t, z, c), Se tiene

p= —%H(mx*, a”,p) — coestado

p(T) = AoVt (x(T)) + DP1(x(T)) + vD®2(x(T)) — transversalidad
BP1(x(T)) =0 conpB; >0 — complementaridad
Para casitodot € [0,T]

H(t,2"(t), " (£),p(t)) > H(t, 2" (1), a,p(t)) ~+ optimalidad

para todo a € R.
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Volviendo al ejemplo de la fabrica

4
méx / (1 — a(®)z(t)dt
“ Jo
(t) = 2a(t)z(t)
z(0) =1
a(t) €10, 1]
x(4) > 2000 — ®1(z) = = — 2000
Si a* es un control éptimo y =* = z[a*], entonces existen Ao > 0, B € Ry
p:[0,7] — R tal que (Xo, 8, p(t)) # 0 para todo ¢t. Ademas si definimos

H(z,a,p,Ao) = Mo(l — a)z + 2pax = Aox + ax(—Xo + 2p)

se tiene que
D= —%(T , &7, Ao) = —o(1 — a) — 2pa
L ov 0Py, . _
p) = h (2" (4)) + B (2" (4) = 8

B(xz(4) —2000) =0 con B3>0
a" (L) " (t)(=Xo + 2p) > ax” (t)(—Xo + 2p) paratodo a € [0, 1]
#(t) #(t)
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Dada la funcién de cambio (switching function)

o(t) = z7 (t)(2p(t) — Ao)

tenemos que para cada t € [0, 7]

0 si ¢t)<O0
o (t) = { ?7 s 9(t)=0
1 si ¢()>0

Por otro lado teniamos

z(t) = 2a(t)z(t)
z(0) =1

Si o™ es 6ptimo, el estado asociado queda determinado por
T*(f) — ef(f 2a™ (s)ds >0

para todo ¢ € [0, 4]. Luego

af(t)=4q 7 si 2p(t) = Xo

0 si 2p(t) <o
1 si 2p(t) > o
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Veamos si el problema es normal. Supongamos que \o = 0, de la ecuacion
de coestado:
p(t) = —Xo(1 — " (1)) — 2p(t)a’(t) = —2p(t)a(t)
p(4) =B.
de donde obtenemos .
p(t) _ Beft 2a*(s)ds.
Luego si 8 = 0, tendriamos p = 0 lo cual contradice la condicién de no
nulidad de los multiplicadores. Entonces 5 > 0. Esto nos dice:
@ 2*(4) = 2000.
@ p(t) > 0 paratodo ¢ € [0,4].
Ademas siendo Ao = 0, como p(t) > 0 se tiene o* =1y z*(t) = %,
contradiciendo que z*(4) = 2000.
A partir de aca podemos suponer Ao = 1. Tenemos

p(t) = —1+a"(t)(1 - 2p(t))
p(4) =4 >0.

o(t) = =" (1)(2p(t) — 1).

Vemos de nuevo que no puede ser p(t) = 5 en un intervalo ya que no
satisface la ode de p.
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Es decir el control es bang bang

v J 0 si (t)<1/2
O‘(t)_{l i g(t)>1/2

Analizamos las condiciones sobre p. Empezamos con el caso 0 < 8 < 1.

@ Como p(4) = 3, vemos por continuidad que p(t) < 1 en algun intervalo
a izquierda de 4. Para esos valores de ¢t < 4 cercanos, a*(t) = 0.

@ Entonces
p(t)=B+4—1
mientras p(t) < 1 quevalesit > B+4— 1 =tz € (0,4).
@ Sit < tgcon tcercano a tg, por continuidad de p, p(t) ~ p(ts) = 3.

Entonces p(t) ~ —1 con lo cual p decrece y por lo tanto
p(t) > p(ts) = 3. Luego o*(t) = 1 para esos valores de t.

@ Entonces 1 1
£ = = —2(t—tg) +
p(t) 3¢ >3

mientras ¢t < tg.
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En conclusién

lem207t) s 0<t<tg
B+T—t si tg<t<4

Ademas de la ecuacion de x*(t) = 2a*(t)x* (t) tenemos que

et si 0<t<tg
s si tg<t<4

y usando que debe ser z*(4) = 2000 despejamos 5 = 22007 ¢ (o, 1),
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Por otro lado, si 3 > 1
@ Como p(4) = 8 > 5, vemos por continuidad que p(t) > 5 para ¢ < 4
cercanos. Para esos valores de ¢ < 4 cercanos, a*(t) = 1.

@ Entonces 1

p(t) = Be 0 > =
mientras ¢ < 4.

En este caso
y entonces

y usando que debe ser z*(4) = 2000 llegamos a una contradiccién.

Ejercicio Analizar el caso 3 = 1 (similara 8 > % y el caso 3 = 0 (se
recupera el caso original sin restricciones en el estado final que no satisface
dicha restriccién).
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Un ejemplo mas

min /4 o (t) + z(t)dt

«

z(t) = a(t)
z(0) =0
z(4)=1 — Py(z)=x-1

Si o™ es un control éptimo y =* = z[a*], entonces existen Ao > 0,y € Ry
p:[0,7] — R tal que (Mo, 7, p(t)) # 0 para todo ¢. Si definimos

H(z,a,p, Ao) = Xo(a” + 2) + pa

se tiene que
D= —%(1’ ,a”,p, o) = —Xo
o, o0v 0Py, _
P(4) = X (2" (4) +7 5 (@ (@) =7

Ho(z",a",p, o) =2 " +p=0
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Veamos si el problema es normal. Supongamos que \o = 0, de la ecuacion
de coestado:

p:—AOZO
p(4) = 7.

de donde obtenemos

~—

p(t) =~.
De

Ho(z",a",p,Xo) =2 oa" +p =0
tendriamos p = v = 0 lo cual contradice la no nulidad de los multiplicadores.
Luego podemos tomar Ao = 1 y nos queda

p=—1
p(4) =~y
Ho(z",a",p,Ao) =22 " +p=0
es decir,
p(t)=—t+k
a*(t) = —=(—t+k)
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o (t) = —5 (=t + ).
Como
2(t) = a(t) = —=(—t + k)
z(0) =0
z(4) =1

nos queda z* (t) = f%“ con k = $ de manera que a*(t)
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