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Planteo de los métodos

Problemas parciales

Ecuacién de evoluciéon

up = A(u) + B(u)
u(0) = ug
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Planteo de los métodos

Problemas parciales

Ecuacién de evoluciéon

{ut = A(u) + B(u)
u(0) = ug

Flujo de la ecuacién: ®(t,ug) = u(t)

Problemas parciales: u; = A(u), u; = B(u)
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Planteo de los métodos

Problemas parciales

Ecuacién de evoluciéon

{ut = A(u) + B(u)
u(0) = ug

Flujo de la ecuacién: ®(t,ug) = u(t)
Problemas parciales: u; = A(u), u; = B(u)

Flujos parciales: @4 (t,up) = u(t), ®p(t, ug) = u(t)
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Planteo de los métodos

Problemas parciales

m En muchos casos, @4 (t,.) y Pg(t,.) son faciles de calcular
numéricamente (o analiticamente)
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Planteo de los métodos

Problemas parciales

m En muchos casos, @4 (t,.) y Pg(t,.) son faciles de calcular
numéricamente (o analiticamente)

m Pregunta: ;Cémo escribir ®(¢,.) en términos de @4 (t,.) y ®p(t,.)?
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Planteo de los métodos

Problemas parciales

m En muchos casos, @4 (t,.) y Pg(t,.) son faciles de calcular
numéricamente (o analiticamente)

m Pregunta: ;Cémo escribir ®(¢,.) en términos de @4 (t,.) y ®p(t,.)?

m Respuesta: Alternar la aplicacién de los flujos parciales
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Planteo de los métodos

Problemas parciales

m En muchos casos, @4 (t,.) y Pg(t,.) son faciles de calcular
numéricamente (o analiticamente)

m Pregunta: ;Cémo escribir ®(¢,.) en términos de @4 (t,.) y ®p(t,.)?

m Respuesta: Alternar la aplicacién de los flujos parciales

O(t) = Dp(ty) o PA(t2) o -+ 0 Ry(t]) 0 DA(tY)
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Ejemplos elementales

Ejemplo: problema lineal

T=x+2y
y=—-22—-2y

El flujo ® estd dado por

O(t) = e 2t (008(0 t) I+ 67! sin(6t) C)

7
donde I es la matriz identidad, 6 = y la matriz C esta dada por

2
32
2
CZ(—z —3>
2
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Ejemplos elementales

Ejemplo: problema lineal
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Ejemplos elementales

Ejemplo: problema lineal
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Ejemplos elementales

Ejemplo: atractor de Lorenz

Sistema dindmico determinista tridimensional no lineal:

i=0(y—x)
) =pr —Y— T2
t=—-fz+zxy

Para 0 = 10, 8 = 8/3, p = 28 tiene un atractor cadtico con dimensién de
Hausdorff 2.06 4+ 0.01
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Ejemplos elementales

Ejemplo: atractor de Lorenz
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Ejemplos elementales

Ejemplo: atractor de Lorenz

Problema parcial A

t=o0(y—x)
y=pr—y
2=—-0z

Sistema lineal de dimensién 3 (2 + 1)

$11(t) ¢12(t) O
Pa(t) = [ P2.1(t) ¢22(t) O
0 0 e Pt
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Ejemplos elementales

El flujo ¢ estd dado por

o(t) = ezt (cosh(w t) I+ sm};(wt) C)

1
donde I es la matriz identidad, w = v/po + 602, 6 = —(c — 1) y la matriz

C esta dada por
—0 o
C =
p 0

Tico Métodos de Descomposicién Temporal Junio de 2023 10/78



Ejemplos elementales

Ejemplo: atractor de Lorenz

Problema parcial B

=0
Yy=—xz
z=xy

Rotacién en el plano yz con velocidad angular x

1 0 0
Pp(t)=| 0 cos(zt) —sin(xt)
0 sin(xt) cos(xt)
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Método de Lie-Trotter y de Strang

Formula de Lie

Para A, B € C%*d

D(t) = e!AHB) Py (1) = D, dp(t) = €'P
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Método de Lie-Trotter y de Strang

Formula de Lie

Para A, B € C%*d
D(t) = e!AHB) Py (1) = D, dp(t) = €'P

(S. Lie, 1875)

t t A\
et(A+B) — lim (e;BeﬁA)
n—o0
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Método de Lie-Trotter y de Strang

Convergencia del método de Lie

A, B localmente Lipschitz

{u = A(u) + B(u)
u(0) = ug
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Método de Lie-Trotter y de Strang

Convergencia del método de Lie

A, B localmente Lipschitz

ParatodoT >0, ne N

max |lu(kh) — ugl| = O(h)

0<k<n

donde h = T'/n, up, = ®p(h, Pa(h,ux_1))
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Método de Lie-Trotter y de Strang

Exponencial de matrices

Producto de exponenciales
2
ehA :I+hA+h—A2+O(h3)
2
hB h* o 3
"B =I+hB+ - B2+ 0 ()
2
h2
ehB ghA :I+h(A+B)+?(A2+QBA+B2)+O(h3)
Exponencial de la suma
h2
eh (A1B) :I—I—h(A~|—B)+?(A2—|—AB+BA+BQ)+O(h3>
Diferencia
2

h
o (A+B) _ B hA _

5 [B.AI+0 (n*) = 0 (n?)
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Método de Lie-Trotter y de Strang

Exponencial de matrices

Producto de exponenciales
2
ehA :I+hA+h—A2+O(h3)
2
hB h? s 3
"B =I+hB+ - B2+ 0 ()
2
h2
ehB ghA :I+h(A+B)+?(A2+2BA+BQ)+O(h3)
Exponencial de la suma
2
eh (A1B) :1+h(A+B)+%(A2+AB+BA+B2)+0(h3)
Diferencia
2

h
o (A+B) _ B hA _

5 [B.AI+0 (n*) = 0 (n?)
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Métodos de orden superior

Método de Strang

Flujos parciales: ®4(t), ®p(t)
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Métodos de orden superior

Método de Strang

Flujos parciales: ®4(t), ®p(t)

P (h/2)Pp(h)Pa(h/2) QA (h/2)Pp(R)PA(Rh/2)
up | Uy
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Métodos de orden superior

Método de Strang

Flujos parciales: ®4(t), ®p(t)

P (h/2)Pp(h)Pa(h/2) QA (h/2)Pp(R)PA(Rh/2)
uo * U ceeu

; : _ _ 2
Método de orden 2: o?z?écn”“(kh) ug|| = O(h?)
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Métodos de orden superior
Método de Strang

Flujos parciales: ®4(t), ®p(t)

P (h/2)Pp(h)Pa(h/2) QA (h/2)Pp(R)PA(Rh/2)
uo * U ceeu

; : _ _ 2
Método de orden 2: o?z?écn”“(kh) ug|| = O(h?)

U = (I)A(h/Q) (I)B(h) (I)A(h) s (I)B(h) (I)A(h/2)U(]

Métodos de Descomposicién Temporal Junio de 2023



Métodos de orden superior

Método de Strang

Exponencial de la suma

2
eh(A+B):I+h(A+B)+%(A2+AB+BA+BZ)+O(h3)

Método de Strang

lhA _hB_ lhA h? 2 2 3
e2hAehBes :I+h(A+B)+?(A +AB+BA+B?)+0(h?)

1 1
ch(A+B) _ shAhB ZhA _ (h3)
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Métodos de orden superior

Método de Ruth

Sistema hamiltoniano:

1
H(r,p) = 5p* + V(t7)
R. D. Ruth, A Canonical Integration Technique,
IEEE Transactions on Nuclear Science, 30 (4), 1983.
https://www.researchgate.net/publication/280801614_
Canonical_integration_technique

J. E. Marsden and M. West, Discrete mechanics and variational integrators, Acta
Numerica (2001), 357-514.
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https://www.researchgate.net/publication/280801614_Canonical_integration_technique
https://www.researchgate.net/publication/280801614_Canonical_integration_technique

Métodos de orden superior

Método de Ruth

Sistema hamiltoniano
=P
p=-V,V(tr)
r(to) = 10, P(to) = Py
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Métodos de orden superior

Método de Ruth

Problema parcial A

Integrador ® 4
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Métodos de orden superior

Método de Ruth

Problema parcial B

(B) p = —V,-V(t,’l‘)
r(to) = ro, P(to) = Py

Integrador ®p
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Métodos de orden superior

Método de Ruth

Iteracién: (ro,py) — (71,D1)
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Métodos de orden superior

Método de Ruth

Iteracién: (ro,py) — (71,D1)

(&1, 1) = Pa(arh, 0, P)
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Métodos de orden superior

Método de Ruth

Iteracién: (ro,py) — (71,D1)

(&1,m1) = Pa(arh,mo,pg) — (&2, m2) = Pp(b1h, &y, 1)
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Métodos de orden superior

Método de Ruth

Iteracién: (ro,py) — (71,D1)

(&1,m1) = Pa(arh,ro,pg) — (&2, 72) = Pp(b1h, &, m1)
N
(5377‘-3) = @A(a2h7£277r2)
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Métodos de orden superior

Método de Ruth

Iteracién: (ro,py) — (71,D1)

(&1,m1) = Pa(arh,ro,pg) — (&2, 72) = Pp(b1h, &, m1)
N
(5377‘-3) = (I)A(a2h7£277r2) - (5477‘-4) = q)B(b2h7E377T3)
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Métodos de orden superior

Método de Ruth

Iteracién: (ro,py) — (71,D1)

(51;”1) = <I>A(a1h,7’0,p0) (5277"2) = q)B(blh?El:Wl)

(5377‘-3) - (I)A(a2h7£277r2) (5477‘-4) = q)B(b2h7E377T3)

NIEN L

(ES? 7"5) = @A(a3h7 547 71'4)
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Métodos de orden superior

Método de Ruth

Iteracién: (ro,py) — (71,D1)

(51;”1) = <I>A(a1h,7’0,p0) (5277"2) = q)B(blh?El:Wl)

(5377‘-3) - (I)A(a2h7£277r2) (5477‘-4) = q)B(b2h7E377T3)

ININ L

(&5, 75) = Pa(agh, &y, m4) (r1,p1) = ®B(b3h, &5, 75)
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Métodos de orden superior

Método de Ruth

Iteracién: (ro,py) — (71,D1)

(§1,m1) = ®a(arh, 7o, py) (&9, m2) = Pp(b1h, &, 1)

(5377‘-3) = (I)A(a2h7£277r2) (5477‘-4) = ¢B(b2h7537773)

ININ L

(&5, 75) = Palash, &4, 1) (r1,p1) = Pp(bsh, &5, ms5)
Si a1, a9, as, b1, by, by verifica

a1 +as+az=1, by +by+b3=1

asby + az(by + bo) = 1/2, asb? + az(by + b2)? = 1/3

bs + bg(al + a2)2 + bla% = 1/3
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Métodos de orden superior

Método de Ruth

El método de orden 3: max |[u(kh) — ug| = O(h?)
0<k<n
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Métodos de orden superior

Método de Ruth

El método de orden 3: max |[u(kh) — ug| = O(h?)
0<k<n

El sistema tiene cinco ecuaciones y seis variables
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Métodos de orden superior

Método de Ruth

El método de orden 3: max |[u(kh) — ug| = O(h?)
0<k<n

El sistema tiene cinco ecuaciones y seis variables

Sibg =1:
al 27/24,
ag :3/4,
az =—1/24
by =2/3,
by = —2/3,
bs =1
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Métodos de orden superior

Método de Ruth

El método de orden 3: max |[u(kh) — ug| = O(h?)
0<k<n

El sistema tiene cinco ecuaciones y seis variables

Sibg =1:
ay = 7/24,
ag = 3/4,
az = —1/24
by = 2/3,
by = —2/3,
bs =1

pasos negativos!
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Métodos de orden superior

Método de Ruth

_05 | | | | |
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Métodos de orden superior

Método de Neri

F. Neri, Lie algebras and canonical integration
Department of Physics, Univeristy of Maryland, preprint (1988)
Método de orden 4: |lu(kh) — u|| = O(h*)
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Métodos de orden superior

Método de Neri

F. Neri, Lie algebras and canonical integration
Department of Physics, Univeristy of Maryland, preprint (1988)
Método de orden 4: |lu(kh) — u|| = O(h*)

(517 771) = ¢A(a1hv TOaPO)
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Métodos de orden superior

Método de Neri

F. Neri, Lie algebras and canonical integration
Department of Physics, Univeristy of Maryland, preprint (1988)
Método de orden 4: |lu(kh) — u|| = O(h*)

(5177‘-1) = q)A(alha rOva) - (52?7‘-2) = (I)B(blhvglaﬂ-l)
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Métodos de orden superior

Método de Neri

F. Neri, Lie algebras and canonical integration
Department of Physics, Univeristy of Maryland, preprint (1988)
Método de orden 4: |lu(kh) — u|| = O(h*)

(5177‘-1) = q)A(alha rOva) (52’7‘-2) = (I)B(blh7£177rl)

—
v
(535 773) = (I>A(a2h’a 527 7‘-2)
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Métodos de orden superior

Método de Neri

F. Neri, Lie algebras and canonical integration
Department of Physics, Univeristy of Maryland, preprint (1988)
Método de orden 4: |lu(kh) — u|| = O(h*)

(5177‘-1) = q)A(alha rOva) (52’7‘-2) = (I)B(blh7£177rl)

4)
v
(&3, m3) = Pa(azh, &y, m2) — (&4, 74) = Pp(b2h, &3, 73)
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Métodos de orden superior

Método de Neri

F. Neri, Lie algebras and canonical integration
Department of Physics, Univeristy of Maryland, preprint (1988)

Método de orden 4: |lu(kh) — u|| = O(h*)

(5177‘-1) = q)A(alha rOva) — (52’7‘-2) = (I)B(blh7£177rl)
v

(&3,m3) = Pa(azh, &y, m2) — (&4, ma) = Pp(b2h, &3, 73)
v

(&57 71'5) = (I)A(Clgh, 64) 7‘-4)
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Métodos de orden superior

Método de Neri

F. Neri, Lie algebras and canonical integration
Department of Physics, Univeristy of Maryland, preprint (1988)

Método de orden 4: |lu(kh) — u|| = O(h*)

(5177‘-1) = q)A(alha rOva) — (52’7‘-2) = (I)B(blh7£177rl)
V4

(&3, m3) = Pa(azh, &y, m2) — (&4, 74) = Pp(b2h, &3, 73)
V4
%

(&5, m5) = Pa(ash, &y, m4) (&6, m6) = PB(b3h, &5, 5)
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Métodos de orden superior

Método de Neri

F. Neri, Lie algebras and canonical integration
Department of Physics, Univeristy of Maryland, preprint (1988)

Método de orden 4: |lu(kh) — u|| = O(h*)

(5177‘-1) = q)A(alha rOva) (52’7‘-2) = (I)B(blh7£177rl)

(&3, m3) = Pa(azh, &y, m2) (&4, m4) = P (b2h, &3, 3)

(&5, m5) = Pa(ash, &y, m4) (&6, m6) = PB(b3h, &5, 5)

NININY

(rhpl) = (I)A(a4h7 667 776)
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Métodos de orden superior

Método de Neri

Célculo de los pasos temporales
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Métodos de orden superior

Método de Neri

Célculo de los pasos temporales

T
a] = a4 — — Qa9 = as
2
blzbg—l‘l bQZl‘o
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Métodos de orden superior

Método de Neri

Célculo de los pasos temporales

a] = a4 — — Qa9 = a3z =

blzbgzl‘l bQZl‘o
(20, 1) solucién del sistema

To+2x1 =1
w3 +223 =0
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Métodos de orden superior

Método de Neri

Célculo de los pasos temporales

a] = a4 — — Qa9 = a3z =

blzbgzl‘l bQZl‘o
(20, 1) solucién del sistema

To+2x1 =1
w3 +223 =0

21/3 1

SR T VL A Ve
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Métodos de orden superior

Método de Neri

Célculo de los pasos temporales

a] = a4 — — Qa9 = a3z =
blzbgzl‘l bQZl‘o
(20, 1) solucién del sistema
To+2x1 =1
3 +223 =0

21/3 1

e _ . |
5 513 T 5 91/ tnica solucién real!

o =
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Métodos de orden superior

Método de Yoshida

Integradores de orden par arbitrario

H. Yoshida, Construction of higher order symplectic integrators,
Physics Letters A 150, 1990.
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Métodos de orden superior

Método de Yoshida

Integradores de orden par arbitrario

H. Yoshida, Construction of higher order symplectic integrators,
Physics Letters A 150, 1990.

Se construyen en forma inductiva:

(I)gnJrQ(h) = (I)Qn(zlh) (e} (I)Qn(ZOh) o) <I>2n(zlh)

Métodos de Descomposicién Temporal

Junio de 2023



Métodos de orden superior

Método de Yoshida

Integradores de orden par arbitrario

H. Yoshida, Construction of higher order symplectic integrators,
Physics Letters A 150, 1990.

Se construyen en forma inductiva:

(I)gnJrQ(h) = (I)Qn(zlh) (e} (I)Qn(ZOh) o) <I>2n(zlh)
Donde zg, z1 resuelven

z0+2z1 =1
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Métodos de orden superior

Método de Yoshida

Integradores de orden par arbitrario

H. Yoshida, Construction of higher order symplectic integrators,
Physics Letters A 150, 1990.

Se construyen en forma inductiva:

Do i9(h) = Pop(21h) 0 Doy (20h) 0 Poy(21h)
Donde zg, z1 resuelven
z0+2z1 =1
22t gt —

Tienen pasos negativos!

Métodos de Descomposicién Temporal

Junio de 2023



Métodos de orden superior

Método de Yoshida

Integradores de orden par arbitrario

H. Yoshida, Construction of higher order symplectic integrators,
Physics Letters A 150, 1990.

Se construyen en forma inductiva:
Do i9(h) = Pop(21h) 0 Doy (20h) 0 Poy(21h)
Donde zg, z1 resuelven
z0+2z1 =1

Tienen pasos negativos!

21/(2n+1) 1

0= T T o) P T 5 91/(nt)
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Métodos de orden superior

Método de Yoshida

Integrador de orden 2n: requiere 3”1 + 1 pasos
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Métodos de orden superior

Método de Yoshida

Integrador de orden 2n: requiere 3”1 + 1 pasos

No es 6ptimo:
para orden 6 existen integradores de 8 pasos (10)

para orden 8 existen integradores de 16 pasos (28)
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Resultados de convergencia

Expansién en serie

Exponencial de A + B

2
(A+B) 14 h(A +B) + %(AZ + AB +BA +B?) + O(h?)
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Resultados de convergencia

Expansién en serie

Exponencial de A + B
h2
MAB) — T4 h(A +B) + ?(AZ + AB +BA +B?) + O(h?)
Férmula de Lie

2
"B =T+ h(A +B) + %(A2 + 2BA 4 B?) + O(h%)
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Resultados de convergencia

Expansién en serie

Exponencial de A + B

2
(A+B) 14 h(A +B) + %(AZ + AB +BA +B?) + O(h?)
Férmula de Lie
2
e"BehA — T4 h(A +B) + %(A2 +2BA +B?) + O(h%)

Férmula de Strang

e/2AhBh/2A 1 4 h(A + B)+
h2

?(Az + AB + BA + B?) + O(h?)
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Resultados de convergencia

Expansion en serie: caso general

Férmula de Baker-Campbell-Hausdorff: ¢/Behd = ¢C(h)

C(h) = h(A + B) + h;[A, B]

3
(A [A,B) + [B,[BLAJ) + -
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Resultados de convergencia
Expansion en serie: caso general

Férmula de Baker-Campbell-Hausdorff: ¢/Behd = ¢C(h)

C(h) = h(A + B) + h;[A, B]

3
(A [A,B) + [B,[BLAJ) + -

Aplicando BCH recursivamente: ¢/24ehBeh/2A — ¢Cs(h)

3
Cs(h) = h(A +B) — o ([A,[A, B]) — 2[B, [B, Al + -
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Resultados de convergencia

Expansion en serie: caso general

A, B matrices
Orden 1: [A,B]=—-[B,AJ]=AB—-BA
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Resultados de convergencia

Expansion en serie: caso general

A, B matrices
Orden 1: [A,B]=—-[B,AJ]=AB—-BA
Orden 2: [A,[A, B]], [B, A, B]]
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Resultados de convergencia

Expansion en serie: caso general

A, B matrices
Orden 1: [A,B]=—-[B,AJ]=AB—-BA
Orden 2: [A,[A, B]], [B, A, B]]
Orden k: [A, Ly_4], [B, Li—1] con Li_1 de orden k — 1
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Resultados de convergencia

Expansion en serie: caso general

A, B matrices
Orden 1: [A,B]=—-[B,AJ]=AB—-BA
Orden 2: [A,[A, B]], [B, A, B]]
Orden k: [A, Ly_4], [B, Li—1] con Li_1 de orden k — 1

bshB LashA  bihBathA _ C(h)

e
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Resultados de convergencia

Expansion en serie: caso general

A, B matrices
Orden 1: [A,B]=—-[B,AJ]=AB—-BA
Orden 2: [A,[A, B]], [B, A, B]]
Orden k: [A, Ly_4], [B, Li—1] con Li_1 de orden k — 1

bshB LashA  bihBathA _ C(h)

e
Sia1+--4+as=1yb+---+b;=1

C(h) = h(A+B) + hot L
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Resultados de convergencia

Ecuaciones integrales: caso autéonomo

Ecuacién diferencial:

{11 = f(u) = fa(u) + fp(u)

’u,(t()) = U
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Resultados de convergencia

Ecuaciones integrales: caso autéonomo

Ecuacién diferencial:

{11 = f(u) = fa(u) + fp(u)

’u,(t()) = U

Ecuacién integral (solucién exacta):
t
u(t) =uo+ [ flu(t))dt
to

= ug + t fa(u(t)) + fe(u(t))dt
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Resultados de convergencia

Ecuaciones integrales: caso autéonomo

Ecuacién diferencial:

{11 = f(u) = fa(u) + fp(u)

’u,(t()) = U

Ecuacién integral (solucién exacta):
t
u(t) =uo+ [ flu(t))dt
to
¢
=uo+ [ fa(u(t))+ fe(u(t))dt
to
Ecuacién integral (solucién aproximada):

U0 =uo+ [ alt) Fa@E) +00) T ) @l

to
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Ecuaciones integrales: caso autéonomo




Resultados de convergencia

Ecuaciones integrales: caso autéonomo

Célculo del error:

t
u(t) ~ U(t) = / (1= a)fa(u) + (1 — b) o (w)] dt

to

+ [ 0 Gatw) — 2a@) + o) — (@) @

to
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Resultados de convergencia

Ecuaciones integrales: caso autéonomo

Célculo del error:

t
u(t) ~ U(t) = / (1= a)fa(u) + (1 — b) o (w)] dt

to

+ [ 0 Gatw) — 2a@) + o) — (@) @

to

Convergencia:

—0, h—0

t
/ (1~ a)fa(u) d’

to

[ aat) sy | <21 [ vl ar

to

Métodos de Descomposicién Temporal Junio de 2023



Resultados de convergencia

Ecuaciones integrales: caso autéonomo

Si fa(u) = Au, fp(u) = Bu, la ecuacién integral:

t
up+2 [ AU dt, t € [to,to+ h/2]
U(t) = o t
U(t0+h/2)+2/ BU(")dt', te€to+h/2,to+ h]
t0+h/2
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Resultados de convergencia

Ecuaciones integrales: caso autéonomo

Si fa(u) = Au, fp(u) = Bu, la ecuacién integral:

t
up+2 [ AU dt, t € [to,to+ h/2]
U(t) = o t
U(t0+h/2)+2/ BU(")dt', te€to+h/2,to+ h]
t0+h/2

Resolviendo la ecuaciones

( ) e(tfto)QA ug, t e [tO, tO + h/2]
U(t) =
e(t=to=h/2)2B chA 4 [tg + h/2,to + h]

Métodos de Descomposicién Temporal Junio de 2023



Resultados de convergencia

Ecuaciones integrales: caso autéonomo

Si fa(u) = Au, fp(u) = Bu, la ecuacién integral:

t
up+2 [ AU dt, t € [to,to+ h/2]
U(t) = o t
U(t0+h/2)+2/ BU(")dt', te€to+h/2,to+ h]
t0+h/2

Resolviendo la ecuaciones

( ) e(tfto)QA ug, t e [tO, tO + h/2]
U(t) =
e(t=to=h/2)2B chA 4 [tg + h/2,to + h]

U(to+ h) = ehB Mg
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Resultados de convergencia

Ecuaciones integrales: caso no auténomo

Problema no auténomo:

{u = f(t’u) = fA(t’u) +fB(tvu)

’u,(to) = U
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Resultados de convergencia

Ecuaciones integrales: caso no auténomo

Problema no auténomo:

{u = f(t’u) = fA(t’u) +fB(tvu)

’u,(to) = U

Problema auténomo equivalente:

F=1=1+12

= f(r,u) = fa(r,u) + fp(1,u)
T(to) = to

u(to) = uo
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Resultados de convergencia

Ecuaciones integrales: caso no auténomo

Para t € [to,to + h/2]

t

1

T(t)=to+2 | sdt'=t
t02

t
Ut)=uo+2 [ fa(r(@),U))dt
to T
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Resultados de convergencia

Ecuaciones integrales: caso no auténomo

Para t € [to,to + h/2]

U(t) =up+2 t fA(Q(Q’U(t,)) dt’

Para t € [to + h/2,to + h]

h t 1,
T(t) =to+ - +2 —dt =t
2 t0+h/22

U(t) =uo+2 tth(L(Q7U(t,)) dt’

t/
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién de Schrodinger no lineal:

Parax e R",t € R

iug(t,x) = —V3u(t, z) + F(u(t,z))

u(to, ) = up(x)

Métodos de Descomposicién Temporal Junio de 2023



Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién de Schrodinger no lineal:

Parax e R",t € R

iug(t,x) = —V3u(t, z) + F(u(t,z))

u(to, ) = up(x)

Problema (A)

{ iu(t, ) = —V2u(t,x)
u(to, ) = up(x)
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién de Schrodinger no lineal:

Parax e R",t € R

iug(t,x) = —V3u(t, z) + F(u(t,z))

u(to, ) = ug(x)
Problema (A)
{ iug(t, ) = —V2u(t, x)
u(ty, ) = ug(x)
Problema (B)

{ iw(t, @) = F(u(t,x))

u(to, ) = uo(x)
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién de Schrodinger no lineal:

Problema (A):
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién de Schrodinger no lineal:

Problema (A):
m Diferencias finitas

U(tnt1, Tm) = w(tn, @m) + k Au(ty, )
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién de Schrodinger no lineal:

Problema (A):
m Diferencias finitas
U(tnt1, Tm) = w(tn, @m) + k Au(ty, )

m Mediante desarrollo de Fourier: series, transformada, DFT (FFT)

it €) = exp(—il¢]*(t — to) ) o (€)
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién de Schrodinger no lineal:

Problema (A):
m Diferencias finitas
U(tnt1, Tm) = w(tn, @m) + k Au(ty, )
m Mediante desarrollo de Fourier: series, transformada, DFT (FFT)
(t,€) = exp(—il€(t — to) ) (&)
Problema (B):
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién de Schrodinger no lineal:

Problema (A):
m Diferencias finitas
U(tnt1, Tm) = w(tn, @m) + k Au(ty, )
m Mediante desarrollo de Fourier: series, transformada, DFT (FFT)
0(t,€) = exp(~il€*(t  t0) ) 20 (€)
Problema (B):
m Caso particular F(u) = f(Ju|) u (NLS cibica: f(p) = p?)

u(t, @) = exp(—i f(Juol)(t = to)) uo()
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién de Schrodinger no lineal:

Problema (A):

Diferencias finitas

U(tnt1, Tm) = w(tn, @m) + k Au(ty, )

Mediante desarrollo de Fourier: series, transformada, DFT (FFT)
(t,€) = exp(—il€[*(t — to) ) o(€)
Problema (B):
Caso particular F'(u) = f(Ju])u (NLS ctbica: f(p) = p?)
u(t, z) = exp(—i f(|uo|)(t — to)) uo(x)

m Integracién numérica de EDO (Runge-Kutta, Multipasos, BDF)

u(tna wm) = u(tn—la mm) +k CI)(tn—lv u(tn—lv wm))
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Ecuaciones en derivadas parciales

Problema A: diferencias finitas

m Discretizacion de u;

W( T, tyg1) — W, tn)
k

12

Ut(l’m, tn)
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Ecuaciones en derivadas parciales

Problema A: diferencias finitas

m Discretizacion de u;

W( T, tyg1) — W, tn)
k

12

Ut(l’m, tn)

m Discretizacion de ug,
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Ecuaciones en derivadas parciales

Problema A: diferencias finitas

m Discretizacion de u;

W( T, tyg1) — W, tn)
k

12

Ut(l’m, tn)

m Discretizacion de ug,
- Explicita

tp) — 2 t Lt
U (T ) U(Tmt1;tn) u(xhn;, ) + w(Tm_1,tn)

- Implicita

~ WBmg1, tng1) = 20(@m, tng1) + u(@m—1, tns1)
= »

Ugy (Cﬂm» thrl )
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Ecuaciones en derivadas parciales

Problema A: diferencias finitas

t t
.........tTL+1 .Il......tn+1
ai al
e O
Tm x Tm x
i i
h h

(a) Método explicito (b) Método implicito
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién de Schrodinger: diferencias finitas

Siu = (.. up g U, Uy s en) Y

. .2 —1
A= -1 2 -1
-1 2
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién de Schrodinger: diferencias finitas

Siu = (.. up g U, Uy s en) Y

. .2 —1
A= -1 2 -1
-1 2

Método explicito:
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién de Schrodinger: diferencias finitas

Siu = (.. up g U, Uy s en) Y

. .2 —1
A= -1 2 -1
-1 2

Método explicito:

Método implicito:
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Ecuaciones en derivadas parciales

Método Crank-Nicolson

m m

k 2 h? 2 h?

n+1 n n n n _.n+l n+l1 _ , n+l
iu — Uy U1 =+ 2um — Uy Upytq + 2um Uy, 1
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Ecuaciones en derivadas parciales

Método Crank-Nicolson

n+1 n ) n _ ,n _,n+l n+l _ , n+l
Ay = Uy Uy g+ 2uy, — Uy Uiy + 2 upy, Uy

k 2 h? 2 h?

En forma matricial:

ik ik
T | n-i-l:(I_) n
( —|—2 )u 5 U
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Ecuaciones en derivadas parciales

Método Crank-Nicolson

n+1 n ) n _ ,n _,n+l n+l _ , n+l
Ay = Uy Uy g+ 2uy, — Uy Uiy + 2 upy, Uy

k 2 h? 2 h?

En forma matricial:
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién de Schrodinger: diferencias finitas

Condiciones de frontera Dirichlet: u(t,0) = 0,u(t,L) =0

2 -1 0 ... 00
1l -1 2 -1 ... 00

o o0 0 ... =1 2
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién de Schrodinger: diferencias finitas

Condiciones de frontera Dirichlet: u(t,0) = 0,u(t,L) =0

2 -1 0 ... 0 0

1l -1 2 -1 ... 0 o0
ADir—ﬁ . : Do . .
0 0 o ... =1 2

Condiciones de frontera periédicas: u(t,0) = u(t, L)

2 -1 0 ... 0 -1

1l -1 2 -1 ... 0 o
Aper:ﬁ . . - . .
-1 0 0 -1 2
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Ecuaciones en derivadas parciales

Espectro del laplaciano

d?
Operador L = ——
m Operador 2
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Ecuaciones en derivadas parciales

Espectro del laplaciano

m Operador L = I

m Condiciones de frontera Dirichlet: «(0) = 0,u(L) =0
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Ecuaciones en derivadas parciales

Espectro del laplaciano

Operador L = ——

m Operador s

m Condiciones de frontera Dirichlet: «(0) = 0,u(L) =0
Autovalores: \, = 72 p?/L*

Autofunciones: u()(z) = sin(r z p/L)
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Ecuaciones en derivadas parciales

Espectro del laplaciano

Operador L = ——

m Operador s

m Condiciones de frontera Dirichlet: «(0) = 0,u(L) =0
Autovalores: \, = 72 p?/L*

Autofunciones: u()(z) = sin(r z p/L)

m Condiciones de frontera periddicas: u(0) = u(L)
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Ecuaciones en derivadas parciales

Espectro del laplaciano

d?
Operador L = ——
m Operador 2

m Condiciones de frontera Dirichlet: «(0) = 0,u(L) =0
Autovalores: \, = 72 p?/L*
Autofunciones: u()(z) = sin(r z p/L)

m Condiciones de frontera periddicas: u(0) = u(L)

Autovalores: )\, = 472 p?/L?
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Ecuaciones en derivadas parciales

Espectro del laplaciano

d?
Operador L = ——
m Operador 2

m Condiciones de frontera Dirichlet: «(0) = 0,u(L) =0
Autovalores: \, = 72 p?/L*
Autofunciones: u()(z) = sin(r z p/L)

m Condiciones de frontera periddicas: u(0) = u(L)
Autovalores: )\, = 472 p?/L?

Autofunciones: u()(x) = e?2m=p/L
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Ecuaciones en derivadas parciales

Espectro de las matrices

n Apiy € RV-DX(V-1);
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Ecuaciones en derivadas parciales

Espectro de las matrices

n Apiy € RV-DX(V-1);

% sin?(pm/(2N))

Parap=1,...,N — 1, autovalor A\, = "
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Ecuaciones en derivadas parciales

Espectro de las matrices

n Apiy € RV-DX(V-1);

% sin?(pm/(2N))

Parap=1,...,N — 1, autovalor A\, = "

Autovector ug»p) =sin(jpr/N),conj=1,...,.N—1
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Ecuaciones en derivadas parciales

Espectro de las matrices

n Apiy € RV-DX(V-1);

4
Parap=1,...,N — 1, autovalor \, = 2 sin?(pm/(2N))

Autovector ug»p) =sin(jpr/N),conj=1,...,.N—1

N 272p?/(hN)?sip< N
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Ecuaciones en derivadas parciales

Espectro de las matrices

n Apiy € RV-DX(V-1);

% sin?(pm/(2N))

Parap=1,...,N — 1, autovalor A\, = "

Autovector ug»p) =sin(jpr/N),conj=1,...,.N—1
N 272p?/(hN)?sip< N

m Aper e RVXN.
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Ecuaciones en derivadas parciales

Espectro de las matrices

n Apiy € RV-DX(V-1);

% sin?(pm/(2N))

Parap=1,...,N — 1, autovalor A\, = "

Autovector ug»p) =sin(jpr/N),conj=1,...,.N—1
N 272p?/(hN)?sip< N
m Ay € RN*N,

4
Parap=0,...,N — 1, autovalor \, = 72 sin?(pm/N)
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Ecuaciones en derivadas parciales

Espectro de las matrices

n Apiy € RV-DX(V-1);

% sin?(pm/(2N))

Parap=1,...,N — 1, autovalor A\, = "

Autovector ug»p) =sin(jpr/N),conj=1,...,.N—1
N 272p?/(hN)?sip< N
m Ay € RN*N,

4
Parap=0,...,N — 1, autovalor \, = 72 sin?(pm/N)

Autovector ug»p) =¢'2iP7/N conj=0,...,N—1
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Ecuaciones en derivadas parciales

Espectro de las matrices

n Apiy € RV-DX(V-1);

% sin?(pm/(2N))

Parap=1,...,N — 1, autovalor A\, = "

Autovector ug»p) =sin(jpr/N),conj=1,...,.N—1
N 272p?/(hN)?sip< N
m Ay € RN*N,

4
Parap=0,...,N — 1, autovalor \, = 72 sin?(pm/N)

Autovector ug»p) =¢'2iP7/N conj=0,...,N—1

N 2472 p?/(RN)?sip< N
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Ecuaciones en derivadas parciales

Espectro de las matrices

Comparacién de los autovalores de L y A.

A la izquierda con condiciones de Dirichlet, a la derecha con condiciones
de periddicas

4/h2 1 +

T2k

Vzfks
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Ecuaciones en derivadas parciales

Dispersion numérica

4 -1 ,
Espectro de la matriz de Crank-Nicolson: (I + %A) . (I — %A)
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Ecuaciones en derivadas parciales

Dispersion numérica

4 -1 ,
Espectro de la matriz de Crank-Nicolson: (I + %A) . (I — %A)
Parap=1,...,N

_1—ikX,/2  1—i2k/h*sin*(p7/N)

— - T
op 1+ikXy/2 1+i2k/h? sin2(p7r/N)€
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Ecuaciones en derivadas parciales

Dispersion numérica

4 -1 ,
Espectro de la matriz de Crank-Nicolson: (I + %A) . (I — %A)
Parap=1,...,N

_1—ikX,/2  1—i2k/h*sin*(p7/N)

— - T
op 1+ikXy/2 1+i2k/h? sin2(p7r/N)€

Comparacién entre la dispersidon exacta y numérica:

4

4 2
idmlp? /L2 P . k p P
e U/ =ap+0<N4>:1—4”2h2m+0<m>
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién: iu; = —ug, con u(t,0) = u(t,1) (L =1)
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién: iu; = —ug, con u(t,0) = u(t,1) (L =1)
Dato inicial: up(x) = sin(27z) — 0.2 sin(4nz)
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién: iu; = —ug, con u(t,0) = u(t,1) (L =1)
Dato inicial: up(x) = sin(27z) — 0.2 sin(4nz)
Solucién exacta:

u(t,z) = et sin(27z) — 0.2 g 107t sin(4mz)
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ecuacién: iu; = —ug, con u(t,0) = u(t,1) (L =1)
Dato inicial: up(x) = sin(27z) — 0.2 sin(4nz)
Solucién exacta:

u(t,z) = et sin(27z) — 0.2 g 107t sin(4mz)

L=1,t=1,N =128k = 0.00195

1 T T T ] 1 o
0.5 - N 0.5 - N
= S
~ 0 M = 0 f
—0.5 . —0.5 |- B
—— u exacta
—— U apProx.
-1 Ll | | T I\) T | -1 Ll I | | | 1]
0 02 04 06 0.8 1 0 02 04 06 038 1
x x
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier

Discretizacién: u(z) — u € CV
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier

Discretizacién: u(z) — u € CV

u = (u(zo) u(zy) ... u(xn-1)) tj =jh=jT/N
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier

Discretizacién: u(z) — u € CV
u = (u(zo) u(zy) ... u(xn-1)) tj =jh=jT/N

calculamos ¢, = 1, por trapecios:
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier

Discretizacién: u(z) — u € CV
u = (u(zo) u(zy) ... u(xn-1)) tj =jh=jT/N

calculamos ¢, = 1, por trapecios:

N-—1
iy =y ulzy)e 2PN
j=0
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier

Discretizacién: u(z) — u € CV
u = (u(zo) u(zy) ... u(xn-1)) tj =jh=jT/N
calculamos ¢, = 1, por trapecios:

N-—1
iy =y ulzy)e 2PN
j=0

Sucesién periédica: 4, n = 1p, dado que e~ =1y por lo tanto

67127rj(p+N)/N — e*’LQTK‘]])/N*ZQﬂ'_] — 67127rjp/N67127rj — e*’LZﬂ'jp/N'
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier

Discretizacién: u(z) — u € CV

u = (u(zo) u(zy) ... u(xn-1)) tj =jh=jT/N
calculamos ¢, = 1, por trapecios:
N-1 o
Gy = Y uleg)e i 2mavN
j=0
Sucesién periédica: 4, n = 1p, dado que e~ =1y por lo tanto

67127rj(p+N)/N — e*’LQTK‘]])/N*ZQﬂ'_] — 67127rjp/N67127rj — e*’LZﬂ'jp/N'

Transformada inversa
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Ecuaciones en derivadas parciales

Relacion con los coeficientes de Fourier

Siu = (u(zg)u(zr)...u(zxy-1)) xj = jh = jT/N
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Ecuaciones en derivadas parciales

Relacion con los coeficientes de Fourier

Siu = (u(zg)u(zr)...u(zxy-1)) xj = jh = jT/N

Si N es impar
w=N(cpcr...cnep...Cco1)
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Ecuaciones en derivadas parciales

Relacion con los coeficientes de Fourier

Siu = (u(zg)u(zr)...u(zxy-1)) xj = jh = jT/N

Si N es impar

w=N(cpcr...cnep...Cco1)

Si N es par

w=N(cpec1...cn—1aAp Cpy1...C_1)
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier

Otras definiciones:

1 N1 1 N1
A _ +i2mjp/N L s Fi2mjp/N
Tp = 5 E Tje R s E Ipe .
N §=0 N p=0
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier

Otras definiciones:

1 N1 1 N1
A _ +i2mjp/N L s Fi2mjp/N
Tp = 5 E Tje R s E Ipe .
N §=0 N p=0

La identidad de Parseval es

2 — A 112
lz||* = N7t ||
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier

Otras definiciones:

1 N1 1 N1
A _ +i2mjp/N L s Fi2mjp/N
Tp = 5 E Tje R s E Ipe .
N §=0 N p=0

La identidad de Parseval es

2 — A 112
lz||* = N7t ||

Para la funcién fft de Python, la opcién norm = None equivale a § =0
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier

Otras definiciones:

1 N1 1 N1
A _ +i2mjp/N L s Fi2mjp/N
Tp = 5 E Tje R s E Ipe .
N §=0 N p=0

La identidad de Parseval es

2 — A 112
lz||* = N7t ||

Para la funcién fft de Python, la opcién norm = None equivale a § =0

Para 8 = 1/2 la transformada discreta de Fourier mantiene la norma
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier

Otras definiciones:

1 N1 1 N1

A _ +i2mjp/N L s Fi2mjp/N

Tp = 5 E Tje R s E Ipe .
N §=0 N p=0

La identidad de Parseval es

2 — A 112
lz||* = N7t ||

Para la funcién fft de Python, la opcién norm = None equivale a § =0
Para 8 = 1/2 la transformada discreta de Fourier mantiene la norma

La opcién norm = ’ortho’ equivale a § =1/2
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier: ejemplo

1 5 5
Siu(z) = 3 =—+ 3 23_” cos(2pmx)

1—¢cos(2mx) 4 oo
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier: ejemplo

1 5 5
Siu(z) = 3 =—+ 3 23_” cos(2pmx)

1—¢cos(2mx) 4 oo

u = (u(zo),u(x1),...,u(r5)) donde z; = 5/16,5 =0,...,15

Métodos de Descomposicién Temporal Junio de 2023



Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier: ejemplo

1 5 5
Siu(z) = 3 =—+ 3 23_” cos(2pmx)

1—¢cos(2mx) 4 oo

u = (u(zo),u(x1),...,u(r5)) donde z; = 5/16,5 =0,...,15
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier: ejemplo

Para el vector u su transformada es
15
N N,—i2mjp/16
Up = Z u(zj)e
j=0

Métodos de Descomposicién Temporal

Junio de 2023



Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier: ejemplo

Para el vector u su transformada es
15

ap _ Zu(xj)e—z?ﬂjp/lfi
=0

@ = (20.,6.667,2.222,0.741,0.247, ..., 0.247,0.741, 2.222, 6.667)
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier: ejemplo

Para el vector u su transformada es
15

ap _ Zu(xj)e—z?ﬂjp/lfi
=0

@ = (20.,6.667,2.222,0.741,0.247, ..., 0.247,0.741, 2.222, 6.667)

ﬁ0§1600, ﬁl 21661, ﬂ2§1602,..., ﬂ7§1667
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier: ejemplo

Para el vector u su transformada es

15
ap _ Zu(xj)e—z?ﬂjp/lfi
=0

@ = (20.,6.667,2.222,0.741,0.247, ..., 0.247,0.741, 2.222, 6.667)

ﬁ0§1600, ﬁl 21661, ﬂ2§1602,..., ﬂ7§1667

g = 16c_7, w119 = 16¢c_g,..., U5 = 16c_1
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier: ejemplo

Para el vector u su transformada es

15
ap _ Zu(xj)e—z?ﬂjp/lfi
=0

@ = (20.,6.667,2.222,0.741,0.247, ..., 0.247,0.741, 2.222, 6.667)

ﬁ0§1600, ﬁl 21661, ﬂ2§1602,..., ﬂ7§1667

g = 16c_7, w119 = 16¢c_g,..., U5 = 16c_1

Tg =16 (Cg + Cfg) = 16ag
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier: ejemplo

Para el vector u su transformada es

15
ap _ Zu(xj)e—z?ﬂjp/lfi
=0

o = (20.,6.667,2.222,0.741,0.247,...,0.247,0.741,2.222, 6.667)

ﬁ0§1600, ﬁl 21661, ﬂ2§1602,..., ﬂ7§1667
g = 16c_7, w119 = 16¢c_g,..., U5 = 16c_1
Tg = 16 (Cg + Cfg) = 16asg
IT ..TI, P
0 16
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier: ejemplo

L] a():Cogﬁo/IG
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier: ejemplo

L] a():Cogﬁo/IG

ma=c+c1 = (g +ﬁ15)/16
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier: ejemplo

L] a():Cogﬁo/IG

12

ma =c+c_q (ﬂl + ’045)/16

may=cr+c 7 = (’a7+’&9)/16
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier: ejemplo

L] a():Cogﬁo/IG

12

ma =c+c_q (ﬂl + ’045)/16

may=cr+c 7 = (’a7+’&9)/16

[ a8:08+c_g%ﬁ8/16
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Ecuaciones en derivadas parciales

Transformada discreta de Fourier: ejemplo

L] a():C()gﬁo/IG

ma=cC +cq

(ﬂl + ’045)/16

may=cr+c 7 = (’a7+’&9)/16

B ag =g+ Cc_g :ﬁ8/16

’ n an \ a, (DFT) H n ‘ an ‘ a, (DFT) ‘
0] 1.250 1.250 51 1.029 x 1072 1.030 x 102
1]8333x1071]8333x1071| 6 | 3.429 x 1073 | 3.472 x 1073
212778 x 1071 | 2778 x 1071 || 7 | 1.143 x 1073 | 1.270 x 1073
319.259 x1072] 9.259 x 1072|| 8 | 3.810 x 10~*| 3.810 x 10~
4 | 3.086 x 1072 | 3.087 x 1072
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ejemplo: NLS

Consideramos el problema NLS

{ iuy(t,7) = =V2u(t, ) + f(|u(t, 2)]) ult, z),
U(to, :1:) = Uo(l'),
_ 2 32 _ 1
con f(p) = 47°p (3~ £p) y uo(2) = 135y
La solucion es
e—i47r2t

ta)=—
ult, @) 1— 2 cos(2rz)
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Ecuaciones en derivadas parciales

Ejemplo: NLS

Método de Neri: L =1, M =256, N =200,7 =1/(27)

Figure: Arriba: t = T'/3, abajo: t =T/2

—u exacta
—— U aprox.

—u exacta
2 —— U aprox. 2

Re(u)
Tm(u)

Re(u,
)

T
Tm(u)
)

T
I

/—\ —05
2 + —u exacta
—— U aprox.

I
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
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Problemas no reversibles Ecuacién del calor

Transmisiéon del calor

Temperatura de una barra (unidimensional)

u(z,t)
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Problemas no reversibles Ecuacién del calor

Transmisiéon del calor

Temperatura de una barra (unidimensional)

u(z,t)
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Problemas no reversibles Ecuacién del calor

Transmisiéon del calor

Temperatura de una barra (unidimensional)

u(z,t)

iNo se puede resolver para atras!
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Problemas no reversibles Ecuacién del calor

Transmisiéon del calor

Si desarrollamos en series de Fourier

Zﬂp ) sin(mpx)

=1
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Problemas no reversibles Ecuacién del calor

Transmisiéon del calor

Si desarrollamos en series de Fourier

Zﬂp ) sin(mpx)

=1
Los coeficientes verifican
diy, 2.2
PR
ip(0) = fp
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Problemas no reversibles Ecuacién del calor

Transmisiéon del calor

Si desarrollamos en series de Fourier

Zﬂp ) sin(mpx)

=1

Los coeficientes verifican
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Problemas no reversibles Ecuacién del calor

Tiempos negativos

D. Goldman and T. J. Kaper. Nth-order operator splitting schemes and
nonreversible systems. SIAM Journal on Numerical Analysis 33 (1), 349-367,
1996.

Si el método de la forma
¢ (bsh) o da(ash) o--- o ¢p(brh) o da(arh)
es de orden mayor o igual que 3, entonces

min a,, <0 min b, <0
1<m<s T 1<m<s "
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Problemas no reversibles Tiempos complejos

Extension de semigrupos

Solucién de tiempos complejos: si z € C, Re(z) > 0

o0
u(z,x) = Z f e TP sin(rpx)

p=1

Im

—167 —97 —47 —T Re
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Tiempos complejos

Problemas no reversibles

Extension de semigrupos

(A, +) es un semigrupo, e* : A — B(X) semigrupo fuertemente

continuo, analitico en int(A)
Im

,
/
Re

Junio de 2023

6n Temporal

Métodos de Descomposi




Problemas no reversibles Tiempos complejos

Pasos complejos

F. Castella, P. Chartier, S. Descombes and G. Vilmart, Splitting methods with
complex times for parabolic equations, BIT Numer. Math. 49, 487-508, 2009.

Existen métodos de orden p, tomando
aiy...,a5,b1,...,bs € {z € C:Re(z) >0}

¢B(b5h) (¢] ngA(ash) Oo---0 ¢B(b1h) o (Z)A(alh)

métodos de orden 2n < 8 (Re(an,), Re(by,) < 0sin > 5)

Se necesitan s = 371 + 1
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Problemas no reversibles Tiempos complejos

Pasos complejos

Método de Yoshida
(I)Qn+2(h) = @Qn(zgh) e} q)Qn(ZQh) e} ®2n(zlh)

con 21 + 29+ 23 =1, z%”“ + ZS"H + zgnﬂ =0

Im
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Problemas no reversibles Tiempos complejos

L. Aloui, M. Khenissi and G. Vodev, Smoothing effect for the regularized
Schrédinger equation with non-controlled orbits. Comm. PDE 38 (2), 2012.
Ecuacién de Schrodinger regularizada:

up = iV2u — (V)2
u(0) = ug
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Problemas no reversibles Tiempos complejos

L. Aloui, M. Khenissi and G. Vodev, Smoothing effect for the regularized
Schrédinger equation with non-controlled orbits. Comm. PDE 38 (2), 2012.
Ecuacién de Schrodinger regularizada:

up = iV2u — (V)2
u(0) = ug

Ecuacién Korteweg-de Vries-Burgers

Ut = Ugggy T EUzy + Uly
u(0) = up
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Problemas no reversibles Tiempos complejos

Espectro del operador KdV-B: L = 92 + ¢ 9?2

(Lu)(&) = —(16° + e2)a(e)

Im

Re
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Problemas no reversibles Tiempos complejos

Espectro del operador KdV-B: L = 92 + ¢ 9?2

(Lu)(&) = —(16° + e2)a(e)

Im

Re

No hay extensién analitica!
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Problemas no reversibles Métodos de extrapolacién

S. Chin, Multi-product splitting and Runge-Kutta-Nystrom integrators, Celestial
Mech. Dynam. Astronom. 106, 391-406, 2010.

T=7p
p=—-V,V(tzx)
z(to) = xo,p(to) = po
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Problemas no reversibles Métodos de extrapolacién

Problemas variacionales

Puntos de equilibrio de sistemas hamiltonianos

min H (q)
Gg) =a
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Problemas no reversibles Métodos de extrapolacién

Problemas variacionales

Puntos de equilibrio de sistemas hamiltonianos

{min H(q)
Gg) =a

Descenso por gradiente proyectado

VH(q).-VG(q)

G=-V+H(q)=—-VH(q)+ NEORZED)

VG(q)
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Problemas no reversibles Métodos de extrapolacién

Problemas variacionales

Puntos de equilibrio de sistemas hamiltonianos

{min H(q)
Gg) =a

Descenso por gradiente proyectado

VH(q).-VG(q)

G=—V"'H(q) =—-VH(q) + NEORZED)

VG(q)

G(q(t)) = G(q(0)) y H(q(t)) es decreciente
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Problemas no reversibles Métodos de extrapolacién

Problemas variacionales
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Problemas no reversibles Métodos de extrapolacién

Estados fundamentales

Soluciones u(t, z) = e“y)(z) de uy = iV2u + ijul?u

wip = V3 + [ %y

. 1 9 1 4
win [ (GIV0@P = Jlot)) da
9132 = a
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Problemas no reversibles Métodos de extrapolacién

Estados fundamentales

Soluciones u(t, z) = e“y)(z) de uy = iV2u + ijul?u

wip = V3 + [ %y

. 1 1 4
win [ (GIV0@P = Jlot)) da
9132 = a

Descenso por gradiente proyectado

up = Vu + |u|2u +at ((VU, Vu) — H“H%‘l) u
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Problemas no reversibles Métodos de extrapolacién

Inicio de espacio publicitario
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Problemas no reversibles Métodos de extrapolacién

M. de Leo, D. R. and C. Sanchez de la Vega, High-order time-splitting methods
for irreversible equations, IMA Journal of Numerical Analysis 36 (4), 2016.
El método de extrapolacién

s

CI)(h) = Z ’Vm(pm(h)
m=1
P, (h) = (Pp(h/m) o @A (h/m))™
con los coeficientes

Mttt =1
71+27k72+"'+87k78:07 k:]-vaq_]-
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Problemas no reversibles Métodos de extrapolacién

Si ug € D(L2H1), verifica:

_ — q
OrgnggnHU(kh) ug||x = O(h?)

Todos los pasos son positivos!
Existen métodos con niimero de pasos ¢(q + 1)

Es paralelizable
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Problemas no reversibles Métodos de extrapolacién

Métodos simétricos

Métodos de orden ¢ = 2n con niimero de pasos ¢(¢/2 + 1)
h2
e"BehA =T+ h(A +B)+ ?(AQ + 2BA + B?) + O(h?)

2
B =T+ h(A +B)+ %(A2 + 2AB + B?) + O(h?)

1
i(ehBehA—FehAehB):I—{—h(A—l—B)

h2
+ 5(A2 + AB + BA + B?) + O(h?)
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Problemas no reversibles Métodos de extrapolacién

Método simétrico de orden 4

Ndmero de pasos: 4 (4/2+ 1) = 12

M+y2=1/2,m1+72/4=0r— 7y =-1/6,72 =2/3

oa(h) én(h)

U

on(h/2) H oa(h/2) H on(h/2) H oa(h/2)
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Problemas no reversibles Aplicaciones

G. Kuracz, L. R. Kiperman, F. Reyna and P. |. Fierens, Simulation of pulse
propagation in nonlinear optical fibers using GPUs, IEEE CACIDI 2016 - |IEEE
Conference on Computer Sciences, Buenos Aires, 2016.

T. Stillfjord, Adaptive high-order splitting schemes for large-scale differential
Riccati equations, Numerical Algorithms 78 (4), 1129-1151, 2018.
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Problemas no reversibles Aplicaciones

Existencia de sistemas reaccién-difusion

A. Besteiro and D. R.

Global existence for vector valued fractional reaction-diffusion equations,
Publicacions matematiques, Vol. 65 Nim. 2 (2021), p. 653-680.
https://ddd.uab.cat/record/248602

{ut +0(=V?)%u = F(t,u)
u(0) = up.

c>0,0<s<1, ut) e C’u(Rd, Z), Z espacio de Banach,

F continua y localmente Lipschitz en z

Métodos de Descomposicién Temporal Junio de 2023


https://ddd.uab.cat/record/248602

Problemas no reversibles Aplicaciones

Calculo variacional

Métodos Variacionales en la Segmentacién de Iméagenes
PICYDT UNM VII — 2021  Universidad Nacional de Moreno

I(x,y): imagen
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Problemas no reversibles Aplicaciones

Calculo variacional

Métodos Variacionales en la Segmentacién de Iméagenes
PICYDT UNM VII — 2021  Universidad Nacional de Moreno

I(x,y): imagen

V) = /R <o—

Funcional

()"

2
+F(u,[)> dx dy
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Problemas no reversibles Aplicaciones

Calculo variacional

Métodos Variacionales en la Segmentacién de Iméagenes
PICYDT UNM VII — 2021  Universidad Nacional de Moreno

I(x,y): imagen

V) = /R <o—

Descenso gradiente:

Funcional

()"

2
+F(u,[)> dx dy

ut+0(—V2>su:Fu (u, I)
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Problemas no reversibles ~ Aplicaciones

Calculo variacional: ecuacién de Allen—Cahn

Dongsun Lee and Seunggyu Lee, Image Segmentation Based on Modified
Fractional Allen—Cahn Equation, Mathematical Problems in Engineering
Volume 2019, Article ID 3980181

(a) Initial by s=1 fc) s=015

FrGure 3: (a) Initial condilion and segmentation resulls with (b) classical and (¢ [ractional Allen-Cahn equations.
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Problemas no reversibles ~ Aplicaciones

Calculo variacional: ecuacién de Allen—Cahn

Dongsun Lee and Seunggyu Lee, Image Segmentation Based on Modified
Fractional Allen—Cahn Equation, Mathematical Problems in Engineering
Volume 2019, Article ID 3980181

(a) Initial ) 5= fc) s=015

FrGure 3: (a) Initial condilion and segmentation resulls with (b) classical and (¢ [ractional Allen-Cahn equations.

Flu,I) = K (1 —u*)?+ (u—1)?, u(x,y) € [-1,1]
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Calculo variacional: ecuacién de Allen—Cahn

Dongsun Lee and Seunggyu Lee, Image Segmentation Based on Modified
Fractional Allen—Cahn Equation, Mathematical Problems in Engineering
Volume 2019, Article ID 3980181

fa) Initial b s=1 (e} =025 (d) s=015

FIGURE 4: (a) Initial condition and (b)-(d) segmentation results with different s values.

Flu)=K 1 —u?)?+ (u—1)2 uz,y) € [-1,1]

Métodos de Descomposicién Temporal Junio de 2023



Problemas no reversibles Aplicaciones

Muchas gracias!

Tico Métodos de Descomposicién Temporal Junio de 2023




Problemas no reversibles Aplicaciones

Muchas gracias!

Referencias adicionales:

Tico Métodos de Descomposicién Temporal Junio de 2023 78/78



Problemas no reversibles Aplicaciones

Muchas gracias!

Referencias adicionales:

V. |. Lenin, Un paso adelante, dos pasos atras, Il Congreso del Partido
Obrero Socialdemécrata de Rusia, Bruselas-Londres, 1904.

Tico Métodos de Descomposicién Temporal Junio de 2023 78/78



Problemas no reversibles Aplicaciones

Muchas gracias!

Referencias adicionales:

V. |. Lenin, Un paso adelante, dos pasos atras, Il Congreso del Partido
Obrero Socialdemécrata de Rusia, Bruselas-Londres, 1904.

Cuarteto Leo, Un paso pa adelante, un paso para atrds, disco doble, CBS,
1974.

Tico Métodos de Descomposicién Temporal Junio de 2023 7878



	Planteo de los métodos
	Ejemplos elementales
	Método de Lie–Trotter y de Strang
	Métodos de orden superior
	Resultados de convergencia
	Ecuaciones en derivadas parciales
	Problemas no reversibles
	Ecuación del calor
	Tiempos complejos
	Métodos de extrapolación
	Aplicaciones


