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Extensiones vectoriales y pesos matriciales
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Extensiones vectoriales

Queremos extender operadores escalares para que actien sobre funciones f : RY — R”,
asi como estudiar una teoria de pesos adecuada a dichos operadores.
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Extensiones vectoriales

Queremos extender operadores escalares para que actien sobre funciones f : RY — R”,
asi como estudiar una teoria de pesos adecuada a dichos operadores.

m Consideramos {e;}7_; una base de R". Dado un operador lineal Ty f : R — R”"
definimos

Tf(x) = Zn‘i T (ei|f)e;.
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Queremos extender operadores escalares para que actien sobre funciones f : RY — R”,
asi como estudiar una teoria de pesos adecuada a dichos operadores.

m Consideramos {e;}7_; una base de R". Dado un operador lineal Ty f : R — R”"
definimos

Tf(x) = Zn‘i T (ei|f)e;.

m Recordamos que si A es una matriz autoadjunta, definida positiva, siempre
podemos diagonalizarla, de manera que podemos encontrar una base ortonormal
{ei}"_, de autovectores y autovalores {A;}"_; con A; > 0 tales que

n
A= Zl,-e,-@e,- donde e; ® e; = e;(e] ).
i=1
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Extensiones vectoriales

Queremos extender operadores escalares para que actien sobre funciones f : RY — R”,
asi como estudiar una teoria de pesos adecuada a dichos operadores.

m Consideramos {e;}”_; una base de R"”. Dado un operador lineal Ty f : RY 5 R

definimos
n

Z (eilf)ei

m Recordamos que si A es una matriz autoadjunta, definida positiva, siempre
podemos diagonalizarla, de manera que podemos encontrar una base ortonormal
{ei}"_, de autovectores y autovalores {A;}"_; con A; > 0 tales que

A= Zl,-e,-@e,- donde e; ® e; = ej(ei] -).
i=1
Teniendo en cuenta esto, es posible definir un calculo funcional de la siguiente
forma. Dada una funcién inyectiva ¢(t) definimos

Z(b e ®e;.

Estas matrices también son autoadjuntas. En el caso ¢(t) = t~! coincide con la

inversa usual.
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Pesos matriciales

Llamaremos peso matricial a toda funicién matricial W : RY — R” x R” tal que W(x)
es una matriz autoadjunta, definida positiva a.e. x € RY.
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Pesos matriciales

Llamaremos peso matricial a toda funicién matricial W : RY — R” x R” tal que W(x)
es una matriz autoadjunta, definida positiva a.e. x € R9.

m Recordamos que en el caso escalar f € LP(w) si

1 1
P 1 P
e YL I A I
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00800

Pesos matriciales

Llamaremos peso matricial a toda funicién matricial W : RY — R” x R” tal que W(x)
es una matriz autoadjunta, definida positiva a.e. x € R9.

m Recordamos que en el caso escalar f € LP(w) si

1 1
p 1 p
e YL I A I

m Si W es un peso matricial diremos que f € LP(W) si

11l owy = (/Rd\wi(x)f(x)y’)’l’ < oo,
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Pesos A,

m Recordamos que w € A, (1 < p < ) si

wla, =sup g [ wixar (o [ w5 ay)” <o
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Pesos A,

m Recordamos que w € A, (1 < p < ) si

[W]a, _sgp’(lw/QW(x)dx(
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m Recordamos que w € A, (1 < p < ) si
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Pesos A,

m Recordamos que w € A, (1 < p < ) si

wla, =00 o [ wion (o /Q v Fay)” <o
— [w]a, sup|Q|/ <|Q|/ P w(y )_’:’/dy)pl dx < oo

= [Wla, sup|Q|/(|Q|/ (x)b ()i)”/dy)"dxw

lo que motiva definir

Wi, =17, (ro\/” )

op
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00080

Pesos A,

m Recordamos que w € A, (1 < p < ) si

wla, =00 o [ wion (o /Q v Fay)” <o
— [w]a, sup|Q|/ <|Q|/ P w(y )_’:’/dy)pl dx < oo

= [Wla, sup|Q|/(|Q|/ (x)b ()z)”/dy)"dxw

lo que motiva definir

Wi, =17, (ro\/H )

mEnelcasop=1, weA;si

op

[W]Al—supesssup /|w )|w(2)dy < o
zEQ‘Q|

lo que nos lleva a definir
[W]a, —supesssup / |W(y (2)]|opdy < oo
ze@ |Q|

m Esta forma de expresar los pesos que acabamos de ver se debe a Roudenko y
Frazier. 5/14
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Mas sobre pesos A,

Si G es un operador lineal,

1 _1
HG(f)HLP(W) SCT,WHf”Lp(W) <= HWPG(W Pf)

LP(R";Rd) S CT,W H f”LP(Rn;Rd)
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Mas sobre pesos A,

Si G es un operador lineal,

1 _1
HG(f)HLP(W) SCT,WHf”Lp(W) <= HWPG(W Pf)

LP(R";Rd) S CT,W H f”LP(Rn;Rd)

Teorema (Goldberg-Christ / Goldberg / Isralowitz - Kwon - Pott)
Seal<p<ooy

Mu o) = sup o0 [ WA GOW = ()F(y)| .

1
WeA, < [Mwpf|pme < Cmd,p[W]f\;1 11l Lo (rr;R)-
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Si G es un operador lineal,

1 _1
HG(f)HLP(W) SCT,WHf”Lp(W) <= HWPG(W Pf)

LP(R;RY) s rw HfHLP(]Rn;Rd)

Teorema (Goldberg-Christ / Goldberg / Isralowitz - Kwon - Pott)
Seal<p<ooy

Mu o) = sup o0 [ [ WA GOW = ()F(y)| .

1
WeA, < [Mwpf| e < Cmd,p[W]f\;1 11l Lo (rr;R)-

Teorema (Treil - Volberg / Goldberg / Nazarov - Petermichl - Treil - Volberg /

Cruz-Uribe - Isralowitz - Moen)

SiWeAy,y T es un operador de Calderén Zygmund,

i
| Tl o(w) < cnd Tp[W]A 1HfH/_p

Sip=2y T es la transformada de Hilbert entonces se verifica también el reciproco.
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Teorema (Goldberg-Christ / Goldberg / Isralowitz - Kwon - Pott)
Seal<p<ooy

Mu o) = sup o0 [ [ WA GOW = ()F(y)| .

1
WeA, < [Mwpf| e < Cmd,p[W]f\;1 11l Lo (rr;R)-

Teorema (Treil - Volberg / Goldberg / Nazarov - Petermichl - Treil - Volberg /

Cruz-Uribe - Isralowitz - Moen)

SiWeAy,y T es un operador de Calderén Zygmund,

i
| Tl o(w) < cnd Tp[W]A 1HfH/_p

Sip=2y T es la transformada de Hilbert entonces se verifica también el reciproco.

El teorema A, es un problema abierto en el caso matricial.
6/ 14



Estimaciones A; de tipo fuerte
[ Jelele}

Outline

B Estimaciones A; de tipo fuerte

7/14



Estimaciones A; de tipo fuerte
0®00

Estimaciones A; de tipo fuerte

Si asumimos que w € A; entonces la dependencia en la constante del peso deberia ser
mejor que en el caso w € Ap,.
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Estimaciones A; de tipo fuerte

Si asumimos que w € A; entonces la dependencia en la constante del peso deberia ser
mejor que en el caso w € Ap,.

Teorema

Seawe A y1l<p<oo.
(Fefferman - Stein)

1
IMFloqwy S W, 11l e (w)-

Lerner - Ombrosi - Pérez) T es un operador de Calderén-Zygmund
( 74
I T o (w) S [Wla 1l e qw)-
(Ortiz-Caraballo) T es un operador de Calderén-Zygmund y b € BMO
116, T1f | o (wy < N1 Bllamo Wi, Il o(w)
donde el conmutador [b, T| viene dado por

[b, T|f(x) = bTf(x) — T(bf)(x).
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[e]e] le]

Estimaciones A; de tipo fuerte.

Teorema (Isralowitz, Pott, R-R)
Sean W € A1 y 1 < p < o. Entonces:
m S

M pf () = sup 125 | WEGOW 3 )¢y

entonces

1
IMw pf | vy < CnalWIA Il o(rnra)-
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Estimaciones A; de tipo fuerte.
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Estimaciones A; de tipo fuerte.

Teorema (Isralowitz, Pott, R-R)
Sean W € A1 y 1 < p < . Entonces:
m S

M pf () = sup 125 || WEGOW 3 )¢y

entonces .
IMw pf [l tprey < €n,d[WIa, Il Logr:Re)-

m Si T un operador de Calderén-Zygmund
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m Si T un operador de Calderén-Zygmund y b € BMO,
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Lo (w)-
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Estimaciones A; de tipo fuerte
felelel }

Algunas ideas de las pruebas

Ideas de la prueba

m A dia de hoy no se conoce una «maquina» de fabricar pesos A; en el contexto
matricial analoga al algoritmo de Rubio de Francia en el caso escalar.
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m Se emplea una combinacién de bumps y resultados analogos a la dominacion
sparse (Convex Body domination).
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matricial analoga al algoritmo de Rubio de Francia en el caso escalar.

m Se emplea una combinacién de bumps y resultados analogos a la dominacion
sparse (Convex Body domination).

Teorema (Nazarov - Petermichl - Treil - Volberg)

Sif:RY = R" es una funcion tal que |f| € LY, existen 3¢ familias sparse < tales que
3d 1
) =crar X ¥ 1o [ kabey)f(y)dyza()

Jj=1Qc%;

donde las funciones kg(x,y) son medibles en (x,y) soportadas en Q y con ||kgl|1= < 1.
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m A dia de hoy no se conoce una «maquina» de fabricar pesos A; en el contexto
matricial analoga al algoritmo de Rubio de Francia en el caso escalar.

m Se emplea una combinacién de bumps y resultados analogos a la dominacion
sparse (Convex Body domination).

Teorema (Nazarov - Petermichl - Treil - Volberg)

Sif:RY = R" es una funcion tal que |f| € LY, existen 3¢ familias sparse < tales que

3d

TF() = CnaT 57 [, kaleo)fy)dya(x)

j= 1065’ |Q’

donde las funciones kg(x,y) son medibles en (x,y) soportadas en Q y con ||kgl|1= < 1.

En el caso en del conmutador obtenemos un resultado de dominacién similar.
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Estimaciones en el extremo
000

¢ Qué estimaciones estudiar?

En el caso escalar las estimaciones pesadas en el extremo tienen la siguiente forma.
Dado un operador G, es de tipo débil (1,1) si

W({XERd : |GF(x)] > t}) < CG’W/Rd |f(x)|w(x)dx.
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Esto motiva el plantearse el estudio de las siguientes desigualdades

0],
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Observacién

m Este tipo de desigualdades han sido estudiadas desde hace afios en el caso escalar.
Para mas detalles consultar a Sheldy Ombrosi, Belen Picardi o Jorgelina Recchi.
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W({XERd : |GF(x)] > t}) < CG’W/Rd |f(x)|w(x)dx.

Si considerasemos el tipo fuerte (1,1) la estimacién seria equivalente a la siguiente

/ IW(x)G (W) (x)ydxch,W/ IF(x)| dx.
Rd Rd
Esto motiva el plantearse el estudio de las siguientes desigualdades

0],

t

Observacién

m Este tipo de desigualdades han sido estudiadas desde hace afios en el caso escalar.
Para mas detalles consultar a Sheldy Ombrosi, Belen Picardi o Jorgelina Recchi.

m Autores con trabajos en esa direccién: Muckenhoupt, Wheeden, Sawyer,
Cruz-Uribe, Martell, Pérez, Carena, Berra, Pradolini, Li.

HXERC] : |W(X)G(W_lf) (x)‘ > t}‘ < CG,W/Rd
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Estimaciones en el extremo

Teorema (Cruz-Uribe, Isralowitz, Moen, Pott, R-R)

Si W € A1, entonces
8 Si My 1F(x) = Supcq r Jo | WO W L) (y)| dy

‘{XGRd L[ Mw o f(x)| > t}’ < c,,7d[W]i1 /Rd@dx
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8 Si My f(x) = stpycq r o | WEOW L ()F(y)| dy
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Teorema (Cruz-Uribe, Isralowitz, Moen, Pott, R-R)

Si W € A1, entonces
8 Si My f(x) = stpucq o | WEOW L ()F(y)| dy
f(x
HX ceRY : ‘/\/lw,lf(x)‘ > t}’ < Cn,d[W]%1 /Rd@dx

m Si T es un operador de Calderén-Zygmund

de

HxE]Rd W) T(W ) ()| > t}’ < Cra TIWE, /Rd :

m Si T es un operador de Calderén-Zygmund y b € BMO entonces

[{xere s Weale, AW HE| > £} | < o rlibllamolWE, [, (th )|> i

donde ®(t) = tlog(e+t).
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