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Sea T un operador integral singular con núcleo K esto es,

un operador
acotado en L2(Rn) y representado de la forma

Tf(x) =

∫
Rn
K(x, y)f(y)dy ∀x /∈ sop(f),

donde K verifica ciertas condiciones...

Condición de tamaño: S∗0

|K(x, y)| ≤ C

|x− y|n x 6= y.

Condición de Suavidad: H∗0,∞

|Kα(x, y)−Kα(x′, y)|+ |Kα(y, x)−Kα(y, x′)| ≤ C |x− x
′|η

|x− y|n+η
,

donde |x− y| ≥ 2|x− x′| y para 0 < η ≤ 1.
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Ejemplo

La transformada de Hilbert: Hf(x) = v.p.
∫
R
f(y)
x−y dy, tiene su núcleo en

S∗0 ∩H∗0,∞.

Sea b ∈ L1
loc(Rn), definimos el conmutador de T con śımbolo b,

[b, T ]f = bTf − T (bf)

y el conmutador de orden m ∈ N ∪ {0} de T ,

T 0
b = T, Tmb = [b, Tm−1

b ].
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S∗0 ∩H∗0,∞.

Sea b ∈ L1
loc(Rn), definimos el conmutador de T con śımbolo b,
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Definimos el operador fraccionario Tα, con 0 < α < n,

Tαf(x) =

∫
Rn
Kα(x, y)f(y)dy,

donde Kα verifica ciertas condiciones de tamaño y suavidad.

Condición de tamaño: S∗α

|Kα(x, y)| ≤ 1

|x− y|n−α .

Condición de Suavidad: H∗α,∞

|Kα(x, y)−Kα(x′, y)|+ |Kα(y, x)−Kα(y, x′)| ≤ C |x− x′|η

|x− y|n−α+η
,

donde |x− y| ≥ 2|x− x′| y para 0 < η ≤ 1.

Ejemplo

Cuando Kα(x) = |x|α−n, entonces Kα ∈ S∗α ∩H∗α,∞. En este caso,
Tαf(x) = Iαf(x), el operador integral fraccionario clásico.
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Sea b ∈ L1
loc(Rn), el conmutador de orden m con śımbolo b, se define

por

Tmα,bf(x) =

∫
Rn

(b(x)− b(y))mKα(x, y)f(y) dy,

donde m ∈ N ∪ {0}.

Sea w un peso,

w ∈ Ap ⇔
(

1
|B|

∫
B
w
)(

1
|B|

∫
B
w−1/(p−1)

)p−1

≤ C

w ∈ Ap,q ⇔ w−p
′
∈ A1+p′/q

w ∈ Ap,∞ ⇔ w−p
′
∈ A1



Sea b ∈ L1
loc(Rn), el conmutador de orden m con śımbolo b, se define

por

Tmα,bf(x) =

∫
Rn

(b(x)− b(y))mKα(x, y)f(y) dy,

donde m ∈ N ∪ {0}.

Sea w un peso,

w ∈ Ap ⇔
(

1
|B|

∫
B
w
)(

1
|B|

∫
B
w−1/(p−1)

)p−1

≤ C

w ∈ Ap,q ⇔ w−p
′
∈ A1+p′/q

w ∈ Ap,∞ ⇔ w−p
′
∈ A1



Sea b ∈ L1
loc(Rn), el conmutador de orden m con śımbolo b, se define
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por

Tmα,bf(x) =

∫
Rn

(b(x)− b(y))mKα(x, y)f(y) dy,

donde m ∈ N ∪ {0}.

Sea w un peso,

w ∈ Ap ⇔
(

1
|B|

∫
B
w
)(

1
|B|

∫
B
w−1/(p−1)

)p−1

≤ C

w ∈ Ap,q ⇔ w−p
′
∈ A1+p′/q

w ∈ Ap,∞ ⇔ w−p
′
∈ A1



Sea b ∈ L1
loc(Rn), el conmutador de orden m con śımbolo b, se define
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Decimos que f ∈ Lp(w−1) si f/w ∈ Lp(Rn).

g ∈ BMOw si,

‖w−1χB‖∞
1

|B|

∫
B

|g(x)−mB(g)| dx ≤ C

donde mB(g) = 1
|B|

∫
B
g(x)dx.

H : Lp(w)→ Lp(w) ⇔ w ∈ Ap
En general,

T : Lp(w)→ Lp(w) ⇔ w ∈ Ap

Sea 0 < α < n y 1/q = 1/p− α/n
Iα : Lp(w)→ Lq(w) ⇔ w ∈ Ap,q
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Para el caso ĺımite p = n/α y q =∞
Iα : Ln/α(w−1)→ BMOw⇔ w−1 ∈ An/α,∞

Para el conmutador de primer orden con śımbolo b ∈ BMO,
1 < p < n/α y 1/q = 1/p− α/n, se sabe que si w ∈ Ap,q:

[b, Iα] : Lp(w)→ Lq(w)

Analogamente, cuando b ∈ BMO y w ∈ Ap:
[b, T ] : Lp(w)→ Lp(w)

Sin embargo, para los casos ĺımites con w ≡ 1 y b ∈ BMO:

[b,H] : L∞(R)→ BMO ⇔ b es constante.

[b, Iα] : Ln/α(R)→ BMO ⇔ b es constante. (Probado en[HST])
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1 < p < n/α y 1/q = 1/p− α/n, se sabe que si w ∈ Ap,q:

[b, Iα] : Lp(w)→ Lq(w)

Analogamente, cuando b ∈ BMO y w ∈ Ap:
[b, T ] : Lp(w)→ Lp(w)

Sin embargo, para los casos ĺımites con w ≡ 1 y b ∈ BMO:

[b,H] : L∞(R)→ BMO ⇔ b es constante.

[b, Iα] : Ln/α(R)→ BMO ⇔ b es constante. (Probado en[HST])
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Dado 0 < δ < 1, diremos que b ∈ Λ(δ) ,

si ∃ C tal que ∀x, y ∈ Rn:

|b(x)− b(y)| ≤ C |x− y|δ

A la menor constante C, la notaremos como ‖b‖Λ(δ).

Definición

Sea w un peso y −1 < β < 1/n. Diremos que f ∈ Lw(β) si existe C tal
que:

1

w(B)|B|β

∫
B

|f(x)−mB(f)| dx ≤ C

para toda bola B ⊂ Rn. A la menor constante C la notamos con ‖f‖Lw(β).

Si w ≡ 1


β = 0 Lw(β) = BMO

0 < β < 1/n Lw(β) = Lipschitz(β)

− 1 < β < 0 Lw(β) = Espacios de Morrey

Para w en general y β = 0, el espacio Lw(β) = BMOw introducido por
Muckenhoupt y Wheeden en [M-W].
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Para trabajar con el conmutador de integrales fraccionarias...

Definición

Sea 0 < α < n, δ ∈ R+ y 1 < r ≤ ∞. Diremos que w ∈ H(r, α̃) si verifica:

|B|
δ−δ̃
n

(∫
Rn

wr
′
(y)

(|B|1/n + |xB − y|)r
′(n−α̃+δ)

dy

)1/r′

≤ Cw(B)

|B|

∀B ⊂ Rn y xB el centro de B.

Donde δ̃ = mδ + α− n/r y α̃ = mδ + α.

w ∈ H(r, α̃) ⇐⇒



Condición local

|B|
δ−δ̃
n

w(B)

(∫
B

wr
′
(y)dy

)1/r′

≤ C

Condición Global

|B|
δ−δ̃
n

(∫
Rn−B

wr
′
(y)

|xB − y|r′(n−α̃+δ)
dy

)1/r′

≤ Cw(B)

|B|
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Se puede ver que Condición Global =⇒ Condición local

Con lo cual, para el caso de un solo peso w,

w ∈ H(r, α̃) ⇐⇒ Condición Global

1 Para m = 0 la clase H(r, α̃) coincide con la clase H(r, α) definida en
[HSV].

Si w−1 ∈ Ar,∞ (i.e, wr
′
∈ A1) =⇒ w ∈ H(r, α̃).

Si consideramos w(x) = |x|β con β ∈ (0, n/r − α+ 1), wr
′
/∈ A1, pero si se

puede ver que w ∈ H(r, α) .



Se puede ver que Condición Global =⇒ Condición local

Con lo cual, para el caso de un solo peso w,

w ∈ H(r, α̃) ⇐⇒ Condición Global

1 Para m = 0 la clase H(r, α̃) coincide con la clase H(r, α) definida en
[HSV].

Si w−1 ∈ Ar,∞ (i.e, wr
′
∈ A1) =⇒ w ∈ H(r, α̃).

Si consideramos w(x) = |x|β con β ∈ (0, n/r − α+ 1), wr
′
/∈ A1, pero si se

puede ver que w ∈ H(r, α) .



Se puede ver que Condición Global =⇒ Condición local

Con lo cual, para el caso de un solo peso w,

w ∈ H(r, α̃) ⇐⇒ Condición Global

1 Para m = 0 la clase H(r, α̃) coincide con la clase H(r, α) definida en
[HSV].

Si w−1 ∈ Ar,∞ (i.e, wr
′
∈ A1) =⇒ w ∈ H(r, α̃).

Si consideramos w(x) = |x|β con β ∈ (0, n/r − α+ 1), wr
′
/∈ A1, pero si se

puede ver que w ∈ H(r, α) .



Se puede ver que Condición Global =⇒ Condición local

Con lo cual, para el caso de un solo peso w,

w ∈ H(r, α̃) ⇐⇒ Condición Global

1 Para m = 0 la clase H(r, α̃) coincide con la clase H(r, α) definida en
[HSV].

Si w−1 ∈ Ar,∞ (i.e, wr
′
∈ A1) =⇒ w ∈ H(r, α̃).

Si consideramos w(x) = |x|β con β ∈ (0, n/r − α+ 1), wr
′
/∈ A1, pero si se

puede ver que w ∈ H(r, α) .



Se puede ver que Condición Global =⇒ Condición local

Con lo cual, para el caso de un solo peso w,

w ∈ H(r, α̃) ⇐⇒ Condición Global

1 Para m = 0 la clase H(r, α̃) coincide con la clase H(r, α) definida en
[HSV].

Si w−1 ∈ Ar,∞ (i.e, wr
′
∈ A1) =⇒ w ∈ H(r, α̃).

Si consideramos w(x) = |x|β con β ∈ (0, n/r − α+ 1), wr
′
/∈ A1, pero si se

puede ver que w ∈ H(r, α) .



Teorema

Sea 0 < α < n, 0 < δ < min(η, n−α
m

).

Si
n/(mδ + α) ≤ r < n/(α+ (m− 1)δ) si m ≥ 1 o n/α ≤ r < n/(α− η)+ si
m = 0.Si b ∈ Λ(δ) y w ∈ H(r, α̃), entonces:

‖Tmα,bf‖Lw(δ̃/n) ≤ C ‖b‖mΛ(δ)‖f/w‖Lr

Recordemos que δ̃ = mδ + α− n/r, α̃ = mδ + α.
De la elección que hacemos, resulta que

0 <
δ̃

n
<

1

n
,

entonces estamos en un espacio Lipschitz.
Antecedentes..

Para Iα la acotación fue probado por [HSV] con w ∈ H(r, α).

para Tmα,bf pero w ∈ Ar,∞ (clase más pequeña) fue probado por [DPR]
para otros espacios de Lipschitz.
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Sea w ∈ H(r, α̃), se puede ver que:

wr
′

es duplicante,es decir, wr
′
(2B) ≤ Cwr

′
(B).

w ∈ RH(r′), es decir,(
1

|B|

∫
B

wr
′
(x) dx

)1/r′

≤ C w(B)

|B| .

Existen dos constantes positivas C y ε tal que:

wr
′
(B(xB , θl)) ≤ C θ(n−α̃+δ)r′−εwr

′
(B(xB , l))

para toda bola B(xB , l) y ∀θ ≥ 1.
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Para trabajar con el conmutador de integrales singulares...

Definición

Sea 0 < δ < 1 y 1 < r ≤ ∞. Si δ̃ = mδ − n/r Diremos que w ∈ H(r,mδ)

si verifica:

|B|
δ−δ̃
n

(∫
Rn

wr
′
(y)

(|B|1/n + |xB − y|)r
′(n−mδ+δ) dy

)1/r′

≤ Cw(B)

|B|

∀B ⊂ Rn y xB el centro de B.

Teorema

Sea 0 < δ < min(η, n/m). Sea n/(mδ) ≤ r < n/((m− 1)δ) si m ≥ 1, o
r =∞ si m = 0. Si b ∈ Λ(δ) y w ∈ H(r,mδ), entonces:

‖Tmα,bf‖Lw(δ̃/n) ≤ C ‖b‖mΛ(δ)‖f/w‖Lr
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Ahora el objetivo es probar las acotaciones T : Lr(v−1)→ Lw(δ̃/n) tanto
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n

w(B)
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B
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′
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′
(y)

|xB − y|r′(n−α̃+δ)
dy

)1/r′

≤ Cw(B)

|B|
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Cuando trabajamos con pares de pesos (w, v) y m = 0, la clase
H(r, α) fue definida en [Pr]. En ese caso,

Condición Global 6=⇒ Condición local

Las técnicas que se usaban fuertemente como reverse Hölder o
duplicación no se tienen cuando trabajamos con pares de pesos.

Teorema

Sea 0 < α < n, 0 < δ < min(η, n−α
m

). Sea
n/(mδ + α) ≤ r < n/(α+ (m− 1)δ) si m ≥ 1 o n/α ≤ r < n/(α− η)+ si
m = 0. Si b ∈ Λ(δ) y (w, v) ∈ H(r, α̃),entonces:

‖Tmα,bf‖Lw(δ̃/n) ≤ C ‖b‖mΛ(δ)‖f/v‖Lr



Cuando trabajamos con pares de pesos (w, v) y m = 0, la clase
H(r, α) fue definida en [Pr]. En ese caso,

Condición Global 6=⇒ Condición local

Las técnicas que se usaban fuertemente como reverse Hölder o
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