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Modelo con métrica conforme a la métrica euclidea

Sea H con las coordenadas (x1, x2) definidas por ¢! junto con la métrica

2 2
ds? — 2 dxi + dx3

- 2 2
1—(f +x3)
Tenemos entonces una métrica conforme a la métrica euclidea por lo que
H dotado de esta métrica es una variedad Riemanniana con curvatura
variable y negativa:

K — 1—(X12—|-X22){1+X12—X22+1—X12—|—X22}
- 2
2 (1— 04 +3))
_ 1= 04 +x3)
(1= (¢ +))7
1
_ 1
1= 04 +x3) W
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Sea y(t) = ¢~ 1(t,mt) con t € (—\/ = 1+1m2)

Pregeodésicas en H
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. . !’
Calculamos la derivada covariante de ¢

Dy t(l+m?) 9 t(l+m?) 9
dt  1—(1+m?)t2ox! ml—(l—i—mz)tzax2

1+ m?) d d
TI_(1+rm)2 (ax1+maxz>
m2 ’
- e T @
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Calculamos la derivada covariante de 'y,
Dy t+nm?) 0 t+m’) 3
dt 1— (14 m?)t?2ox! 1— (14 m?)t? ox?

1+ m?) (8 a>

+m

T 1-(1+m2)e2 \axt ox?
m2 I
:1_t((11++m2))t27(t) (2)

7 es una pregeodésica en H para todo m.
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Sea a(t) = ¢ 1(0,t) Vt € (—1,1). Tenemos entonces que:

L)

dt  1—t209x?

1 /
:ﬁ“(t) (3)
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Sea a(t) = ¢ 1(0,t) Vt € (—1,1). Tenemos entonces que:

L)

dt  1—t209x?

1 /
:ﬁ“(t) (3)

® es una reparametrizacion de una geodésica en H.

Al
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' (B1(t), B2(t)) donde

t) y

son geodésicas en H,
/

Veamos ahora las curvas definidas por B(t) = ¢~
B1=(1—r)cos(t )+rco (1—
B = (1—r)sen(t)—rsen(:Lt); tel0,2n]

[

/

1 /|

\i\\

Vr €(0,1).

Lic Mariana Cisneros - Mgtr Daniela EmmantModelos de Variedades Semi-Rie i cXV Congreso Dr A. Monteiro - 5 al 7 de juni




. . !
Calculemos entonces la derivada covariante de

B1 % B> > B1 \? _
e B TPt e () -

r: : ((r—1) cos (=L t) — rcos(t))

By = f: 1 ((1 —r) cos (1: t) + rcos(t))
Luego
5;+h“f2;[%%)(ﬁ;)2+21_(;ﬁ[%)53ﬁ;_1_(£;13%)(ﬁ;)2 —0
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B2 2 B1 > B2 \? _
e ) Pt e (B) -

! : 1 (—(r—1)sen (:L1t) — rsen(t))
,5,2/ = r: 1 ((1 —r) sen <1 : t) —|—rsen(t)>
Luego
" ,32 ,Bl :B2

po— W(ﬁl)z +2wﬁ1ﬁ2 + W(ﬁz)z =0
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Conclusidn
B es una geodésica para todo r € (0,1).

«O>» «F»r < >« > Q>
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B es una geodésica para todo r € (0,1).

Al
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B es una geodésica para todo r € (0,1).

Geodésicas en H
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En Emmanuele-Salvai se estudia la geometria del disco A en coordenadas
polares con la métrica:

_ 2dr2 + r2d6?

d2
° 1—1r2

resultando que todas las geodésicas son los segmentos que contienen al
origen y las hipocicloides. Hemos probado en este trabajo que proyeccién
estereografica hiperbdlica ¢ es una isometria entre A y H dotados con
métricas mencionadas. Por lo que:
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En Emmanuele-Salvai se estudia la geometria del disco A en coordenadas
polares con la métrica:

_ 2dr2 + r2d6?

d2
° 1—1r2

resultando que todas las geodésicas son los segmentos que contienen al
origen y las hipocicloides. Hemos probado en este trabajo que proyeccién
estereografica hiperbdlica ¢ es una isometria entre A y H dotados con
métricas mencionadas. Por lo que:

Describimos todas las geodésicas de H, superficie Riemanniana de
curvatura variable y negativa.
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Variedad de Lorentz
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Variedad de Lorentz

© Causalidad de los vectores tangentes:

Al
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Variedad de Lorentz

© Causalidad de los vectores tangentes:
o Espacial si (Vp, Vp) >00 Vp =0
o Nulo o luminoso si (Vp, Vp) =0y Vp #0
e Temporal si (Vp, Vp) <0
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Variedad de Lorentz

© Causalidad de los vectores tangentes:

@ Definicién del cono nulo y cono temporal en T,(M):

Al
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Variedad de Lorentz

© Causalidad de los vectores tangentes:

@ Definicién del cono nulo y cono temporal en T,(M):
e Cono nulo es el conjunto de los vectores nulos.
o Cono temporal que contiene a V), es el conjunto de los vectores
temporales Xp tales que (X,, V) < 0
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Variedad de Lorentz

© Causalidad de los vectores tangentes:
@ Definicién del cono nulo y cono temporal en T,(M):

© Causalidad de una geodésica:
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Variedad de Lorentz

@ Causalidad de los vectores tangentes:
@ Definicién del cono nulo y cono temporal en T,(M):
© Causalidad de una geodésica:

e geodésica espacial si 'y/ es espacial

Z o /

e geodésica temporal si v es temporal
s - o /

e geodésica nula si 7y es nulo

@ Orientacién temporal:
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Variedad de Lorentz

Causalidad de los vectores tangentes:
Definicién del cono nulo y cono temporal en T,(M):

Causalidad de una geodésica:

©00O0

Orientacién temporal:
SeaT: M — |J Tp(M) suave tal que T(P) = T, es un cono

PeM
temporal en Tp(M); llamada orientacién temporal de M. Diremos

que M es temporalmente orientable cuando M admite una orientacién
temporal. La orientacidn temporal de M elegida es llamada el futuro y
la opuesta es llamada el pasado.
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Variedad de Lorentz

© Causalidad de los vectores tangentes:
@ Definicién del cono nulo y cono temporal en T,(M):
© Causalidad de una geodésica:

@ Orientacién temporal:
Un espacio tiempo es una variedad de Lorentz conexa y
temporalmente orientable.
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Modelo con métrica conforme a la métrica de Minkowski

Sea H con las coordenadas definidas por ¢! junto con la métrica:

2 2
- 2 2
1—(x{ +x5)
Tenemos entonces una métrica conforme a la métrica de Minkowski por lo

H dotado con esa métrica es una superficie de Lorentz con curvatura
variable:

. (1— (2 +23))°
12—
2(1— (2 +x3))

2 2
I |

C1-(G+3)

o 1= 02 +3) {(1+X12—x22)—(1—xl2+x22)}
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Geodésicas Nulas y Cono Causal

Las tnicas pregeodésicas nulas de H son a(t) = ¢ 1(t+x0, t+ y0) ¥
B(t) = ¢ (t+x0, —t+yo) con t € | 'y (x0, o) € A; heredando también
su orientacién temporal, su cronologia y su cono causal futuro.

"

700 gyl
v /,,””,ul iy
=0 i "
St Ul
= rppntt /

Futuro y pasado cronolégico de N
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Completitud

Sea a(t) = ¢7'(t,t) con t € (_\2 12>

Geodésica o
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DDC, - 4t ’
o 1ot

/ t 4u
t) = —d
s (t) coexp</0 T o u)
co

12

s(t) = coV/2 arctanh (ﬂt)
t(s)=t= itanh (\@S> Vs € R

2 Co
w(s) =« <12 tanh <\6;>> Vs € R
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Sea a(t) = ¢1(r cos(0) +t, r sen(0) + t) con t € (t1, to)

Su reparametrizacién en el parametro afin es:
e/ —1
a(s) =a( ao

bo

1-2_t1e5/bo>' VSERconaoztthy

1—r?
= CO
V2 —r2+r2 sen(20)
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Dada B(t) = ¢~ 1(r cos(0) +t,r sen(6) —t) con t € (t1, t2)

~ es/b _ 1
‘B(S) == ﬁ <aOt2—t1e5/bO> Vs € R con ag =t Yy
1—r?

V2 —r?2 —r2 sen(20)
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Conclusién
H es geodésicamente completo nulo.

Conclusién
H es incompleto espacial y temporal.

«Or «Fr < >« > Q>
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H es geodésicamente completo nulo.

Al
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H es geodésicamente completo nulo.

Analizando la completitud espacial y temporal tenemos:

Al
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H es geodésicamente completo nulo.

Q La reparametrizacién de la pregeodésica espacial A(t) = ¢~!(t,0)
cont € (—1,1) es A(s) = A (sen(s/s0)) Vs € (—5.%).

Al
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H es geodésicamente completo nulo.

Q La reparametrizacién de la pregeodésica espacial A(t) = ¢~!(t,0)
cont € (—1,1) es A(s) = A (sen(s/s0)) Vs € (—5.%).
© La reparametrizacién de la pregeodésica temporal v(t) = ¢~1(0, t) es

U(s) =v(sen(s/s0)) Vs € (=%, %).
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H es geodésicamente completo nulo.

Q La reparametrizacién de la pregeodésica espacial A(t) = ¢~!(t,0)
cont € (—1,1) es A(s) = A (sen(s/s0)) Vs € (—5.%).
© La reparametrizacién de la pregeodésica temporal v(t) = ¢~1(0, t) es

U(s) =v(sen(s/s0)) Vs € (=%, %).

H es incompleto espacial y temporal.
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Condiciones de Plausibilidad

@ Condiciones de Causalidad:
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Condiciones de Plausibilidad

© Condiciones de Causalidad: H es cronoldgico.
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Condiciones de Plausibilidad

@ Condiciones de Causalidad:

@ Convergencia temporal:
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Condiciones de Plausibilidad

@ Condiciones de Causalidad:
2 2

X5 — X
Convergencia temporal: R(v,v) = —2 "1
2] vergenci p (v,v) T P
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Condiciones de Plausibilidad
@ Condiciones de Causalidad:

@ Convergencia temporal:
@ Inextensibilidad:
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Condiciones de Plausibilidad
@ Condiciones de Causalidad:

@ Convergencia temporal:
© Inextensibilidad: H es inextensible por se completo nulo.
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Condiciones de Plausibilidad

@ Condiciones de Causalidad:
@ Convergencia temporal:
@ Inextensibilidad:

© Ecuacién de Einsten.

1
Ric—§5g287TT
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Condiciones de Plausibilidad

@ Condiciones de Causalidad:
@ Convergencia temporal:
@ Inextensibilidad:

© Ecuacién de Einsten.
. 1
Ric — 55 g=8nT

© Condiciones de Energia.
@ Condicién débil:

T(v,v) >0 < Ric(v,v) > %5 g

@ Condicién fuerte:
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@ Componentes del Tensor de Ricci:

Ru = R1111 + R1212 =2

X2 — X12
(1—x2—3)°
Ri2 = Riy; + R, =0

Ro1 = Ry + R3, =0
2 52
Ry = R2121 + R2222 = —2 2 : >
(1—xf —x3)
@ Curvatura Escalar:

S=Y g"Rj=g" Rii+g% R =

2 2
XQ*X]_
w2 2
1—x{—x;
«O>» <Fr «=Z»r «E>» Q>
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@ Componentes del Tensor de Ricci:

Rii = Ry + R, =2

Ri2 = Ry + Riy, =0
Ro1 = R} + R3, =0
x5 — x?

Rop = Rypy + Ripp = —2—2———
(1= =)
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@ Componentes del Tensor de Ricci:

Rii = Ry + R, =2

Ri2 = Ry + Riy, =0
Ror = R}y + R3, =0
x5 — x?

Rop = Rypy + Ripp = —2—2———
(1= =)

@ Curvatura Escalar:

S_E iR = gl Ry + 622 Ry — X22_X12
= 2.8 Rj=8 11 T8 2=7_2_.2
1 2
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@ Componentes del Tensor de Ricci:

2 2
X5 — X{

Ri1 = Ry + Rfpp, = 2—(1 C )
Ri2 = Riy + R =0

Ro1 = R%n + R2212 =0

X2 — x?

Rz = Ry + Ry = —2—2—1——
(1—x =)

@ Curvatura Escalar:

2 2
X2 — X1

2 2

S=Yg"Rj=g"R 2Ry =21
Eg j =8 Ru+g" R I— -2

El tensor es nulo por lo tanto cumple con la condicién débil de energia
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iMuchas Gracias por su atencién!

V Congreso Dr A. Monteiro - 5 al 7 de junic



