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Sistema Mecanico Discreto

Consideremos un sistema mecéanico cuyo espacio de
configuraciones es ). Dado un Lagrangiano discreto,
Lg: Q x Q — R funcién suave y una curva discreta
{a 1y C @, se define la accién discreta:

N-1

Sd(q07 7qN) - Z Ld(quqk-l—l)
k=0

Tomando variaciones de la secuencia con extremos fijos qo y qn,
y buscando los puntos criticos de la accién discreta se obtienen
las Ecuaciones de Euler-Lagrange Discretas (DEL):

Dy La(qk, gks1) + DoLa(gr—1,qx) =0 (1)
paral <k <N —1




Sistemas Mecanicos Discretos

Sistema de Ecuaciones Discretas de 2do Orden

Para el caso Ly : TQ x TQ — R y una curva discreta
{(gr,vi)}a_g C TQ. La accién discreta es:

Sa((qo0; vo); -, (gn, vN)) ZLd Q> Vi )5 (Qh415 V1))

Las DEL para control 6ptimo son:

D3 La(qe—1,Vk—1, Gk, Vi) + D1La(qk, Vg, @lt1,v6+1) =0, (2a)
DyLa(qe—1,Vk—1, Gk, V%) + D2La(q, Vi, @rt1,v6+1) =0,  (2b)

para 1 <k < N —1.
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Control Optimo en Grupos de Lie

Consideremos ahora un sistema cuyo espacio de configuraciones
es un Grupo de Lie G.

Sea G actuando sobre si mismo por traslacién a izquierda,
consideremos la accién levantada en TG y sea

Ly : TG x TG — R un Lagrangiano discreto G-invariante por la
accion diagonal.

Podemos identificar (T'G x TG)/G con g x G x g mediante la
aplicacién cociente 7 : TG X TG — g X G x g, donde

7((9h 91)s (Gt 15 Ge1)) = (95, G glzlgkﬂ,g;{ilgkﬂ)
= (&> Wiy 1)
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Control Optimo en Grupos de Lie

Esto induce un Lagrangiano discreto reducido /3: g x G x g —» R
mediante ¢4 0 ™ = Ly. Esto es:

La((9x> )5 (9r+15 Grv1)) = La(Ery Wi, S v1)

Notar que /4 estd bien definida.
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Control Optimo en Grupos de Lie

Luego si
N-1
Sa((90,G0)s - (gn 98)) = D Lal(gks Gi)s (G415 Grt1))
k=0

entonces podemos expresar la accién discreta reducida de la
siguiente manera:

N-1

sa= Y La(Ers W, Ers1)

k=0

donde v = (&, Wi, Epar1) €Eg X G X g,con 0 < k< N —1.
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Control Optimo en Grupos de Lie

Ecuaciones discretas reducidas

Que {(gx, gx) i, satisfaga el principio variacional 6Sg = 0 con
extremos fijos (go, do) y (gn, gn) es equivalente a que

{7k = (fk, Wk, karl)}éV:l sea tal que (50, ceny §N—1; Wg, veey WN) es
extremo de sy para variaciones arbitrarias d& con d&y = 0,

0¢n =0y Wi = —TRw,m + T Lw,nk41 donde n, € g es
arbitrario, no =0y ny = 0.
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Ecuaciones Reducidas

Luego, buscando los puntos criticos de dsg, se deducen las
siguientes ecuaciones:

Dgfd(’yk) + led(’}/jﬁ_l) =0 (3&)
Dalg(yr) o T Ly, — Dalg(yry1) o TRy, =0 (3b)

con 0 <k<N —1.
Resultan ser ec. de Euler-Lagrange discretas (DEL) (3a)
acopladas con ec. de Euler-Poincaré discretas (DEP) (3b).
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Reduccion en términos de Grupoides de Lie

Tenemos definido ¢4 en g X G X g, podemos considerar entonces
el Grupoide de Lie g x G x g = g donde G es Grupo de Lie y g
su Algebra de Lie asociada.

Este grupoide tiene:

@ g como variedad base




Reduccion en términos de Grupoides de Lie

Tenemos definido ¢4 en g X G X g, podemos considerar entonces
el Grupoide de Lie g x G x g = g donde G es Grupo de Lie y g
su Algebra de Lie asociada.

Este grupoide tiene:

@ g como variedad base

e Las aplicaciones submersivas a, 3 : g X G X g — g (source y
target) tales que

a=priy f3=pr3

Si representamos al elemento v del grupoide por una flecha

ey al) =€y B =n
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Reduccion en términos de Grupoides de Lie

Tenemos definido ¢4 en g X G X g, podemos considerar entonces
el Grupoide de Lie g x G x g = g donde G es Grupo de Lie y g
su Algebra de Lie asociada.

Este grupoide tiene:

@ g como variedad base
e Las aplicaciones submersivas a, 3 : g X G X g — g (source y
target) tales que
a=priyp=prs
Si representamos al elemento v del grupoide por una flecha
¥
¢ Ny o) =&y By =n
e Una composicion m : G — g X G x g donde
Go={(11,72) € (g x G x g)*: B(m1) = a(y2)} v tal que
m(717 ’)/2) = (517 g, 52)'(527 h7 §3) = (517 gha 53)
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Reduccion en términos de Grupoides de Lie

@ Una seccién identidad € : g — g X G X g tal que

€(§) = (§:6,6)




Reduccion en términos de Grupoides de Lie

@ Una seccién identidad € : g — g X G X g tal que

€(§) = (§:6,6)

@ Una inversién i : g x G x g — g X G X g tal que

i(§1797§2) = (527971751)

UNS-CONICET



Reduccion en términos de Grupoides de Lie

Problema con condiciones de borde:

Encontrar una secuencia componible {’yk}]kvzl en g x G x g tal
que las Ec. discretas reducidas (3a) y (3b) se verifiquen para
todo k = 1...N y el producto final 7v;...yy = I' sea un elemento
dado del grupoide g x G x g.
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Geometria de SE(3)

Consideremos el sistema mecénico consistente en un cuerpo
rigido cuyo espacio de configuracién es: SE(3).
e G=SE(3)
Este espacio se puede representar por matrices de la forma:

| R w Ax4
M_[O 1]6]1%

ReSO@3),weR?
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Geometria de SE(3)

Consideremos el sistema mecénico consistente en un cuerpo
rigido cuyo espacio de configuracién es: SE(3).

e G =SE(3)

Este espacio se puede representar por matrices de la forma:

| R w Ax4
M_[O 1]6]1%

ReSO@3),weR?
e g ==s¢(3)
Este espacio se puede representar por matrices de la forma:

_ A w 4x4
S_[O O]ER

A € R3*3 antisimétrica , v € R3
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Contexto en SE(3)

o Identificacién:
R ~ s¢(3) via la aplicacién

( b, ) A v | z 0 —=z
x7y727a7 7C O 0 - _y €T O c
0 0 0]0
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Contexto en SE(3)

o Identificacién:
R ~ s¢(3) via la aplicacién

—Zz yila

(x,y,z,a,b,c) — Ao z 0 —zib
73/7777 O 0 - _y O c
0 0 0]0

@ Retraccion 7 : g — G difeomorfismo local
Tomamos 7 = Cayy : se(3) — SE(3) donde:

Caya(S) = (14 - ;S)_l (14 + ;s>
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Aplicacion en SE(3)

Sea L : TG — R invariante a izquierda definido por:
R v R o]\ 1, . p 1 ..
([ 2T E 8]) = St
El lagrangiano reducido es
E(Q) = E(Qrotvgtr) = QTtHQrot + mHQtrH2
Para control éptimo, si uq, us, us, u4, us, ug son controles,

. 1
Z(Qa Q)) - §||(u1> Uz, U3, Uq, Us, U6)||2

Nota: Q = (Qrot, Q) = ((21,Q2,9Q3), (a,b,¢)) lo consideramos

un elemento de g
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Aplicacion en SE(3)

Sean I, I», I3 los momentos de incercia, las ec de Euler-Lagrange
son:

L — (I — I)0Q3 =
L0 — (I3 — 1) = us
I — (It — L) = ug
a— b3+ o = uy
b—c + aQlz = us
¢ —aflo + b = ug
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Aplicacion en SE(3)

Discretizando el sistema continuo, para ¢4 como aproximacién de
la accién integral, proponemos £4: g x g x g — R

)

bddt (2R, s ) 6)
& (32

h 2
Ca(Qy &y Qo) = 55 (Qk> 72 {3& —h (29k + dé—19k+1>
k

h L 2 L
w5 (ot {5 36— h (00 + 20210000 )

Luego para resolver las ecuaciones (3a) y (3b) utilizamos el
método de paralelizacién.
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Paralelizacion de las Ecuaciones

Método de paralelizacién

El enfoque discreto del método en grupoides consiste en empezar
con una secuencia arbitraria componible {'yk}{gvzl tal que
~1...ynv = I' que no necesariamente verifiquen las ec (3a) y (3b),
y producir una nueva secuencia componible {J;}_; tal que
F..qn =T.

Esta nueva secuencia se obtiene resolviendo una versién
paralelizada de las ecuaciones, donde para obtener 7; se utiliza
informacién de yp_1 y &, por lo cual se pueden resolver las
ecuaciones para cada k independientemente.

Iterando el proceso se obtendra una aproximacén de una solucién
de (3a) y (3b)




Paralelizacion de las Ecuaciones

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

Z T Th—
0 o1 1 k-1
e ————» o ce (]

Yk

.
e
« — > o . — ) — ) « — > o
Zo=x9 o Ty Ik T R Fpg Iyoy N ay=uayn

Cada flecha representa un elemento del grupoide. Los puntos

representan el source y el target de cada elemento (cada xy € g).

r
Y se verifica que xg = Tg, Ty = TN Y o

TN




Paralelizacion de las Ecuaciones

En cada iteracion para encontrar g, primero se calculan los
elementos diagonales d, € g x G x g, k=1,...,N.
Los elementos d;, satisfacen:

Q a(dy) =a(y) parak=1,..,N
Q@ dyv =N
@ Las ecucaciones paralelizadas




Paralelizacion de las Ecuaciones

Ecuaciones paralelizadas

En la ecuaciones

(3a)
(3b)

D1lg(Vit1) + D3la(yk) =0
by, Dala(vk) — ri, Dala(Ve+1) =0

con 1 <k < N, se reemplazan los elementos Vi v yx+1 por di y
ck, donde cpy1 = (dp) Lypyryr para k =1,.., N — 1y ¢ = 7.

X1 - T, Tht1
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Paralelizacion de las Ecuaciones

Ve = (&, Wiy 1)
dk = (51(37 Zk7 gk-i—l)
ek = di 1 = (G Zp W1 Wi, Eit1)

Dilg(ck) + D3lg(dy) =0

Uy, Daly(dr) — Dyly(ci) =0

%
T —
Z Wi W

Datos conocidos a(dy) 5(cx)
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Luego, la secuencia {74 }2_, es definida por:
°o1=di
° V= d;;_ll-’}’k_l.dk para k=2,...,. N

Notar que 7;...9y =T




Simulaciones

Las tres curvas mas altas corresponden a las componentes de
traslacion €y, v las tres mas bajas a las componentes de
rotacion ,.o¢.




Muchas gracias




