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Sistema Mecánico Discreto

Consideremos un sistema mecánico cuyo espacio de
configuraciones es Q. Dado un Lagrangiano discreto,
Ld : Q×Q→ R función suave y una curva discreta
{qk}Nk=0 ⊂ Q, se define la acción discreta:

Sd(q0, ..., qN ) =
N−1∑
k=0

Ld(qk, qk+1)

Tomando variaciones de la secuencia con extremos fijos q0 y qN ,
y buscando los puntos críticos de la acción discreta se obtienen
las Ecuaciones de Euler-Lagrange Discretas (DEL):

D1Ld(qk, qk+1) +D2Ld(qk−1, qk) = 0 (1)

para 1 ≤ k ≤ N − 1
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Sistemas Mecánicos Discretos

Sistema de Ecuaciones Discretas de 2do Orden

Para el caso Ld : TQ× TQ→ R y una curva discreta
{(qk, vk)}Nk=0 ⊂ TQ. La acción discreta es:

Sd((q0, v0), ..., (qN , vN )) =
N−1∑
k=0

Ld((qk, vk), (qk+1, vk+1))

Las DEL para control óptimo son:

D3Ld(qk−1, vk−1, qk, vk) +D1Ld(qk, vk, qk+1, vk+1) = 0, (2a)
D4Ld(qk−1, vk−1, qk, vk) +D2Ld(qk, vk, qk+1, vk+1) = 0, (2b)

para 1 ≤ k ≤ N − 1.
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Control Oṕtimo en Grupos de Lie

Consideremos ahora un sistema cuyo espacio de configuraciones
es un Grupo de Lie G.
Sea G actuando sobre si mismo por traslación a izquierda,
consideremos la acción levantada en TG y sea
Ld : TG× TG→ R un Lagrangiano discreto G-invariante por la
acción diagonal.
Podemos identificar (TG× TG)/G con g×G× g mediante la
aplicación cociente π̄ : TG× TG→ g×G× g, donde

π̄((gk, ġk), (gk+1, ġk+1)) = (g−1
k ġk, g

−1
k gk+1, g

−1
k+1ġk+1)

= (ξk,Wk, ξk+1)
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Control Oṕtimo en Grupos de Lie

Esto induce un Lagrangiano discreto reducido `d : g×G× g→ R
mediante `d ◦ π̄ = Ld. Esto es:

Ld((gk, ġk), (gk+1, ġk+1)) = `d(ξk,Wk, ξk+1)

Notar que `d está bien definida.
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Control Oṕtimo en Grupos de Lie

Luego si

Sd((g0, ġ0), ..., (gN , ġN )) =
N−1∑
k=0

Ld((gk, ġk), (gk+1, ġk+1))

entonces podemos expresar la acción discreta reducida de la
siguiente manera:

sd =
N−1∑
k=0

`d(ξk,Wk, ξk+1)

donde γk = (ξk,Wk, ξk+1) ∈ g×G× g, con 0 ≤ k ≤ N − 1.
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Control Oṕtimo en Grupos de Lie

Ecuaciones discretas reducidas

Que {(gk, ġk)}Nk=0 satisfaga el principio variacional δSd = 0 con
extremos fijos (g0, ġ0) y (gN , ġN ) es equivalente a que
{γk = (ξk,Wk, ξk+1)}Nk=1 sea tal que (ξ0, ..., ξN−1,W0, ...,WN ) es
extremo de sd para variaciones arbitrarias δξk con δξ0 = 0,
δξN = 0 y δWk = −TRWk

ηk + TLWk
ηk+1 donde ηk ∈ g es

arbitrario, η0 = 0 y ηN = 0.
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Ecuaciones Reducidas

Luego, buscando los puntos críticos de δsd, se deducen las
siguientes ecuaciones:

D3`d(γk) +D1`d(γk+1) = 0 (3a)
D2`d(γk) ◦ TLWk

−D2`d(γk+1) ◦ TRWk+1 = 0 (3b)

con 0 ≤ k ≤ N − 1.
Resultan ser ec. de Euler-Lagrange discretas (DEL) (3a)
acopladas con ec. de Euler-Poincaré discretas (DEP) (3b).
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Reducción en términos de Grupoides de Lie

Tenemos definido `d en g×G× g, podemos considerar entonces
el Grupoide de Lie g×G× g ⇒ g donde G es Grupo de Lie y g
su Álgebra de Lie asociada.
Este grupoide tiene:

g como variedad base

Las aplicaciones submersivas α, β : g×G× g→ g (source y
target) tales que

α = pr1 y β = pr3

Si representamos al elemento γ del grupoide por una flecha

ξ
γ
&&η α(γ) = ξ y β(γ) = η

Una composición m : G2 → g×G× g donde
G2 = {(γ1, γ2) ⊆ (g×G× g)2 : β(γ1) = α(γ2)} y tal que

m(γ1, γ2) = (ξ1, g, ξ2).(ξ2, h, ξ3) = (ξ1, g.h, ξ3)
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Reducción en términos de Grupoides de Lie

Una sección identidad ε : g→ g×G× g tal que
ε(ξ) = (ξ, e, ξ)

Una inversión i : g×G× g→ g×G× g tal que
i(ξ1, g, ξ2) = (ξ2, g

−1, ξ1)
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Reducción en términos de Grupoides de Lie

Problema con condiciones de borde:

Encontrar una secuencia componible {γk}Nk=1 en g×G× g tal
que las Ec. discretas reducidas (3a) y (3b) se verifiquen para
todo k = 1...N y el producto final γ1...γN = Γ sea un elemento
dado del grupoide g×G× g.
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Geometría de SE(3)

Consideremos el sistema mecánico consistente en un cuerpo
rígido cuyo espacio de configuración es: SE(3).

G = SE(3)
Este espacio se puede representar por matrices de la forma:

M =
[
R w
0 1

]
∈ R4×4

R ∈ SO(3) , w ∈ R3

g = se(3)
Este espacio se puede representar por matrices de la forma:

S =
[
A v
0 0

]
∈ R4×4

A ∈ R3×3 antisimétrica , v ∈ R3
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Contexto en SE(3)

Identificación:
R6 ' se(3) vía la aplicación

(x, y, z, a, b, c) 7−→
[
A v
0 0

]
=


0 −z y a
z 0 −x b
−y x 0 c

0 0 0 0



Retracción τ : g→ G difeomorfismo local
Tomamos τ = Cay4 : se(3)→ SE(3) donde:

Cay4(S) =
(
I4 −

1
2S
)−1 (

I4 + 1
2S
)

.
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Aplicación en SE(3)

Sea L : TG→ R invariante a izquierda definido por:

L

([
R v
0 1

]
,

[
Ṙ v̇
0 0

])
= 1

2 tr(ṘJṘ
T ) + 1

2m‖v̇‖
2

El lagrangiano reducido es

`(Ω) = `(Ωrot,Ωtr) = 1
2ΩT

rotIΩrot + 1
2m‖Ωtr‖2

Para control óptimo, si u1, u2, u3, u4, u5, u6 son controles,

`(Ω, Ω̇)) = 1
2‖(u1, u2, u3, u4, u5, u6)‖2

Nota: Ω = (Ωrot,Ωtr) = ((Ω1,Ω2,Ω3), (a, b, c)) lo consideramos
un elemento de g
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Aplicación en SE(3)

Sean I1, I2, I3 los momentos de incercia, las ec de Euler-Lagrange
son:

I1Ω̇1 − (I2 − I3)Ω2Ω3 = u1

I2Ω̇1 − (I3 − I1)Ω3Ω1 = u2

I3Ω̇1 − (I1 − I2)Ω1Ω2 = u3

ȧ− bΩ3 + cΩ2 = u4

ḃ− cΩ1 + aΩ3 = u5

ċ− aΩ2 + bΩ1 = u6
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Aplicación en SE(3)

Discretizando el sistema continuo, para `d como aproximación de
la acción integral, proponemos `d : g× g× g→ R

`d(Ωk, ξk,Ωk+1) = h

2 `
(

Ωk,
2
h2

[
3ξk − h

(
2Ωk + dL

τ−1
ξk

Ωk+1

)])
+h

2 `
(

Ωk+1d
L
τξk

{
− 2
h2

[
3ξk − h

(
Ωk + 2dL

τ−1
ξk

Ωk+1

)]})
+ddLτξk

(
dL
τ−1
ξk

Ωk+1, d
L
τ−1
ξk

Ωk+1

)
(5)

Luego para resolver las ecuaciones (3a) y (3b) utilizamos el
método de paralelización.
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Paralelización de las Ecuaciones

Método de paralelización

El enfoque discreto del método en grupoides consiste en empezar
con una secuencia arbitraria componible {γk}Nk=1 tal que
γ1...γN = Γ que no necesariamente verifiquen las ec (3a) y (3b),
y producir una nueva secuencia componible {γ̄k}Nk=1 tal que
γ̄1...γ̄N = Γ.
Esta nueva secuencia se obtiene resolviendo una versión
paralelizada de las ecuaciones, donde para obtener γ̄k se utiliza
información de γk−1 y γk, por lo cual se pueden resolver las
ecuaciones para cada k independientemente.
Iterando el proceso se obtendrá una aproximacón de una solución
de (3a) y (3b)
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Paralelización de las Ecuaciones

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:
x0 x1 xk−1 xk xk+1 xN−1 xN

x̄0 = x0 x̄1 x̄N = xNx̄N−1x̄k+1x̄kx̄k−1

γ1 γk γk+1 γN

γ̄1 γ̄k γ̄k+1 γ̄N

ε(x0) ε(x1)

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

d1 dk dk+1 dN

c1 ck ck+1 cN

Cada flecha representa un elemento del grupoide. Los puntos
representan el source y el target de cada elemento (cada xk ∈ g).

Y se verifica que x0 = x̄0, xN = x̄N y x0
Γ
((
xN
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Paralelización de las Ecuaciones

En cada iteración para encontrar γ̄k, primero se calculan los
elementos diagonales dk ∈ g×G× g, k = 1, ..., N .
Los elementos dk satisfacen:

1 α(dk) = α(γk) para k = 1, ..., N
2 dN = γN
3 Las ecucaciones paralelizadas
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Paralelización de las Ecuaciones
Ecuaciones paralelizadas

En la ecuaciones

D1`d(γk+1) +D3`d(γk) = 0 (3a)
`∗Wk−1D2`d(γk)− r∗

Wk
D2`d(γk+1) = 0 (3b)

con 1 ≤ k ≤ N , se reemplazan los elementos γk y γk+1 por dk y
ck, donde ck+1 = (dk)−1.γk.γk+1 para k = 1, ..., N − 1 y c1 = γ1.
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Paralelización de las Ecuaciones

γk = (ξk,Wk, ξk+1)

dk = (ξk, Zk, ξ̄k+1)

ck = d−1
k−1.γk−1.γk = (ξ̄k, Z−1

k−1Wk−1Wk, ξk+1)

D1`d(ck) +D3`d(dk) = 0
`∗Zk−1D2`d(dk)− r∗

Z−1
k−1Wk−1Wk

D2`d(ck) = 0

Datos conocidos α(dk) β(ck)
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Luego, la secuencia {γ̄k}Nk=1 es definida por:
γ̄1 = d1

γ̄k = d−1
k−1.γk−1.dk para k = 2, ..., N

Notar que γ̄1...γ̄N = Γ
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Simulaciones

Las tres curvas más altas corresponden a las componentes de
traslación Ωtr, y las tres más bajas a las componentes de
rotación Ωrot.
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Muchas gracias
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