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Motivacion:

Sistemas

Entender la matematica para el andar de los robots bipedos.
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Motivacion:

Sistemas Hibridos

Entender la matematica para el andar de los robots bipedos.

Objetivo:

MEEI (MONTEIRO)

bipedos son usados para testar los desarrollos matematicos.

Entender las matematicas para el balance del movimiento, donde modelos de
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Sistemas Hibridos

Idea principal:

Usar una combinacién de simetrias discretas y continuas en el dngulo de
inclinacién para motivar la interacciéon entre mecanica geométrica, sistemas
hibridos, y modelos de robots bipedos.
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Sistemas Hibridos

Caminata de los robots bipedos

/
Lagrangian Dynamics

SS — single Support DS — Double Support

Paso de andar: Alternando las fases, SS, DS, SS, DS, ...

DS — Double Support

Impact Dynamics

D@i+Ci+G0 =1 DS — Double Support Da)i + Cla, )i + Gla) = Bu )
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Sistemas hibridos Routhianos simples

Sistemas hibridos simples

o Sistema mecanico hibrido: sistema con dindmica continua dado por un
Lagrangiano o Hamiltoniano y discreta dada por una funcién de impacto
(ineldstico).
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Sistemas hibridos Routhianos simples

Sistemas hibridos simples

o Sistema mecanico hibrido: sistema con dindmica continua dado por un
Lagrangiano o Hamiltoniano y discreta dada por una funcién de impacto
(ineldstico).

o Sistema dindmico hibrido: combinacién de dindmica continua dada por un
campo vectorial Lagrangiano o Hamiltoniano y discreta.
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Sistemas hibridos Routhianos simples

Sistemas hibridos simples

o Sistema mecanico hibrido: sistema con dindmica continua dado por un
Lagrangiano o Hamiltoniano y discreta dada por una funcién de impacto
(ineldstico).

o Sistema dindmico hibrido: combinacién de dindmica continua dada por un
campo vectorial Lagrangiano o Hamiltoniano y discreta.

o Ingrediente extra: simetria.
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Sistemas hibridos Routhianos simples

Sistemas hibridos simples

o

Sistema mecdnico hibrido: sistema con dindmica continua dado por un
Lagrangiano o Hamiltoniano y discreta dada por una funcién de impacto
(ineldstico).

Sistema dinamico hibrido: combinacién de dindmica continua dada por un
campo vectorial Lagrangiano o Hamiltoniano y discreta.

o

o Ingrediente extra: simetria.

o Una simetria de una funcién F : D — R es una aplicacién ¢ : D — D tal
que Fo¢ =F.
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Sistemas hibridos Routhianos simples

Sistemas hibridos simples

o Sistema mecanico hibrido: sistema con dindmica continua dado por un
Lagrangiano o Hamiltoniano y discreta dada por una funcién de impacto
(ineldstico).

o Sistema dindmico hibrido: combinacién de dindmica continua dada por un
campo vectorial Lagrangiano o Hamiltoniano y discreta.

o Ingrediente extra: simetria.

o Una simetria de una funcién F : D — R es una aplicacién ¢ : D — D tal
que Fo¢ =F.

o Punto de partida: Un Routhiano R¥ obtenido por aplicar un proceso de
Reduccién de Routh a un Lagrangiano L: TD — R.
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Sistemas hibridos Routhianos simples

Sistemas hibridos Routhianos simples

Definicién 2.1

Un Sistema Hibrido Simple estad caracterizados por una 4-tupla
H=(D,X,S,A), donde D = Q x S es una variedad diferenciable que suele
denominarse dominio, S es una subvariedad embebida de D de codimensién 1
denominada superficie de impacto, A : S — D una aplicacién diferenciable
llamada funcién de impacto y X es un campo vectorial diferenciable en D.
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Sistemas hibridos Routhianos simples

Definicién 2.1

Un Sistema Hibrido Simple estd caracterizados por una 4-tupla
H=(D,X,S,A), donde D = Q x S es una variedad diferenciable que suele
denominarse dominio, S es una subvariedad embebida de D de codimensién 1
denominada superficie de impacto, A : S — D una aplicacién diferenciable
llamada funcién de impacto y X es un campo vectorial diferenciable en D.

Definicién 2.2
La dinamica del sistema hibrido simple generado por H estd dada por

zH:{*() X(x(0), x (1) ¢S W
(1) =AK(0), x (S

donde x: I CR — Dy x~, x* denotan los estados instantdneos antes y
después de que la curva integral intersecte S (es decir que impacte a S)
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Sistemas hibridos Routhianos simples

Sistemas hibridos Routhianos simples

Definicién 2.3

Un sistema hibrido simple H = (D, X, S, A) es un sistema hibrido Routhiano
simple si estd determinado por HRE = (TS,XR#78M7 A*), donde

Xgu © TS — T(TS) es el campo vectorial Routhiano, S* es la superficie de
impacto reducida y A* : §* — TS es la aplicacién de impacto en la superficie
de impacto reducida.

8/18
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Sistemas hibridos Routhianos simples

Sistemas hibridos Routhianos simples

Definicién 2.3

Un sistema hibrido simple H = (D, X, S, A) es un sistema hibrido Routhiano
simple si estd determinado por HRE = (TS,XR#78M7 A*), donde

Xgu © TS — T(TS) es el campo vectorial Routhiano, S* es la superficie de
impacto reducida y A* : §* — TS es la aplicacién de impacto en la superficie
de impacto reducida.

Definicién 2.4

La dinamica del sistema hibrido Routhiano simple generado por HRE ests
dada por

5 {w) = Xep (v(1), si v (8) & S, 2
W () = AR (Y (1), siy (1) € S,

donde ~(t) = (x*(t), ¥*(t)) € TS.
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Sistemas hibridos Routhianos simples

Sistemas hibridos Routhianos simples

. H .
Asumiremos que H7¢ satisface:

(A1) S" # B y existe un subconjunto abierto U C TS y una funcién

diferenciable h: U — R tal que S* = {x € U | h(x) = 0} con 92(s) # 0 para
todo s € 8" (esto es, S* es una subvariedad embebida de TS de co-dimensién

1).
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Sistemas hibridos Routhianos simples

. H .
Asumiremos que H7¢ satisface:

(A1) S" # B y existe un subconjunto abierto U C TS y una funcién

diferenciable h: U — R tal que S* = {x € U | h(x) = 0} con 92(s) # 0 para

todo s € 8" (esto es, S* es una subvariedad embebida de TS de co-dimensién

1).

(A2) Una trayectoria v : [0, T] — TS cruza la superficie S* en

t- = inf{t > 0]y(t) € S*}. Nosotros le permitimos a la trayectoria v que no
sea diferenciable pero si continua en t;". Esto es que, la velocidad antes del
impacto x~ puede ser diferente a la velocidad x* después del impacto en S*,
es decir, x(t7) # x(t).
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Sistemas hibridos Routhianos simples
Definicién 2.5

Una solucién para un sistena hibrido Routhiano ):HRé" es una curva
v :[to, tr) = TS, tr € RU{o0}, tr > to, lnica para una condicién inicial dada,
que depende continuamente de ellla, satisfaciendo A2, y tal que:

~(t) es continua a derecha en [to, tf),

los Iimites a izquierda y derecha, denotados por v~ (t) y v (t),
respectivamente, existen en cada punto t € (to, tr),

existe un subconjunto cerrado y discreto Z C [to, tf), los tiempos de
impacto, tal que, para cada t ¢ Z, «(t) es diferenciable,

Y(t) = Xee (v(t), y ¥(t) € S yparat € Z, v (t) € Sy

YH(t) = A (y (1))

A(S)

B0.)
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Ejemplo de un Sistema hibrido Routhiano simple: Robot saltarin

Aerial phase

Stance phase

O Sea Q = (R x S') x S el espacio de configuraciones del sistema.

MEEI (MONTEIRO)
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Sistemas hibridos Routhianos simples

Ejemplo de un Sistema hibrido Routhiano simple: Robot saltarin

Aerial phase Stance phase

O Sea Q = (R x S') x S el espacio de configuraciones del sistema.
Q El Lagrangiano que describe el cambio de fases estd dado por

L(q,6) = 5m(€ + E46%) + 216 — (mg€ cosip + V(€)).
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Sistemas hibridos Routhianos simples

Ejemplo de un Sistema hibrido Routhiano simple: Robot saltarin

Aerial phase

O Sea Q = (R x S') x S el espacio de configuraciones del sistema.
Q El Lagrangiano que describe el cambio de fases estd dado por

L(q,6) = 5m(€ + E46%) + 216 — (mg€ cosip + V(€)).

Q La superficie de impacto estd dada por S = {x € TQ|¢ = I}.
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Sistemas hibridos Routhianos simples

Ejemplo de un Sistema hibrido Routhiano simple: Robot saltarin

Aerial phase

O Sea Q = (R x S') x S el espacio de configuraciones del sistema.
Q El Lagrangiano que describe el cambio de fases estd dado por
. 1 . 1 .
L(q,4) = 5m(&* +£¢") + 510° — (mg€ cos ¢ + V(€)).
Q La superficie de impacto estd dada por S = {x € TQ|¢ = I}.

Q La aplicacién de impacto estd dada por
A(X77)/7,(977)'<7,)'/77 97) = (—/0(,0()7 lcospo,—0" , x",—y~, —97).
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Sistemas hibridos Routhianos simples

Ejemplo de un Sistema hibrido Routhiano simple: Robot saltarin

Aerial phase

O Sea Q = (R x S') x S el espacio de configuraciones del sistema.
Q El Lagrangiano que describe el cambio de fases estd dado por

L(q,6) = 5m(€ + E46%) + 216 — (mg€ cosip + V(€)).

Q La superficie de impacto estd dada por S = {x € TQ|¢ = I}.
Q La aplicacién de impacto estd dada por

A(X77y7,(977)'<7,)'/7797) = (—/0(,007 lcospo,—0" , x",—y~,—0 )
O El Routhiano R¥ : T(S' x R) — R esta dado por

. X 2
REE 0.6,0) = (€ +€20%) = &5 — meg€cosp - V(©).

MEEI (MONTEIRO) Existencia de Orbitas Periédicas en Sistemas Hibridos | Bahia Blanca, 6 de Junio 2019 11/18



Sistemas hibridos Routhianos simples

Ejemplo: Robot saltarin

O Las ecuaciones de Routh para RY estan dadas por

PSS _leov g 2%
§=Ep" —gcosp m oE @ gw ;
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Sistemas hibridos Routhianos simples

Ejemplo: Robot saltarin

O Las ecuaciones de Routh para RY estan dadas por
19V . g 24

§=¢¢ fgcoswf*afg @ gw ;

Q EIl campo vectorial Routhiano
T

10V 2¢

Xru(s) = (5 £, ¢,6p° — gcosp — oE % - %) :

donde (1) = (£(t), £(t), ¢(t), &(1)) € T(R x SY).

Bahia Blanca, 6 de Junio 2019
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Sistemas hibridos Routhianos simples

Ejemplo: Robot saltarin

O Las ecuaciones de Routh para RY estan dadas por

10V . 8 20€

§=¢¢ fgcowf*afg sofgw ;

Q EIl campo vectorial Routhiano

19V 206\
Xge(s) = (s £,¢,8¢° — gcosp — e % f) :

donde s(t) = (£(t), £(t), p(t), o(t)) € T(R x SY).
Q El sistema hibrido Routhiano simple ZHRé‘ estd dado por

f5() = Xeu(s(t)), si s™(t) ¢ S*,

R {s*(t) — A5 (1), si s (1) € 5%, &
donde )
St ={(£,€ ¢,9) € TR x SY)|¢ = b}
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Routhianos simples

Simetria tiempo reversible para sistemas hibridos Routhianos simples

Definicién 3.1

Un difeomorfismo R : TS — TS es llamado simetria tiempo reversible para el
campo vectorial de Routh Xgr con Routhiano RE : TS — R si R es una
involucidn, esto es R o R = Id, y satisface

IR (1(8) = ~Xes (RO1)), )

es decir, el campo vectorial de Routh satisface
Xge(R(q,q)) = —dR(q, ) - Xge(q, 9).
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Routhianos simples

Simetria tiempo reversible para sistemas hibridos Routhianos simples

Definicién 3.1

Un difeomorfismo R : TS — TS es llamado simetria tiempo reversible para el
campo vectorial de Routh Xgr con Routhiano RE : TS — R si R es una
involucidn, esto es R o R = Id, y satisface

IR (1(8) = ~Xes (RO1)), )

es decir, el campo vectorial de Routh satisface

Xgu(R(a,q)) = —dR(q,q) - Xgu(q,4q).

Al campo vectorial de Routh que satisface ésta condicién lo llamamos campo
vectorial de Routh reversible sobre la simetria tiempo reversible R.
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Routhianos simples

Simetria tiempo reversible para sistemas hibridos Routhianos simples

Definicién 3.1

Un difeomorfismo R : TS — TS es llamado simetria tiempo reversible para el
campo vectorial de Routh Xgr con Routhiano RE : TS — R si R es una
involucidn, esto es R o R = Id, y satisface

IR (1(8) = ~Xes (RO1)), )

es decir, el campo vectorial de Routh satisface

Xgu(R(a,q)) = —dR(q,q) - Xgu(q,4q).

Al campo vectorial de Routh que satisface ésta condicién lo llamamos campo
vectorial de Routh reversible sobre la simetria tiempo reversible R.

B "J. S. W. Lamb and J. A. G. Roberts, Time-reversal symmetry in
dynamical systems: A survey, Phys. D 112 (1998), 1-39.”
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Routhianos simples

Simetria tiempo reversible para sistemas hibridos Routhianos simples

Definicién 3.1

Un difeomorfismo R : TS — TS es llamado simetria tiempo reversible para el
campo vectorial de Routh Xgr con Routhiano RE : TS — R si R es una
involucidn, esto es R o R = Id, y satisface

IR (1(8) = ~Xes (RO1)), )

es decir, el campo vectorial de Routh satisface

Xgu(R(a,q)) = —dR(q,q) - Xgu(q,4q).

Al campo vectorial de Routh que satisface ésta condicién lo llamamos campo
vectorial de Routh reversible sobre la simetria tiempo reversible R.

B "J. S. W. Lamb and J. A. G. Roberts, Time-reversal symmetry in
dynamical systems: A survey, Phys. D 112 (1998), 1-39.”
Remark 3.2

Notar que el nombre “tiempo reversible” esta dado por el hecho de que la
ecuacién (4) puede ser escrita como R o Xz = X,/ o R, donde —t significa el

tiempo reversible del campo vectorial Xy.
:
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Routhianos simples

Simetrias de tiempo reversible para sistemas hibridos Routhianos simples

Proposicién 3.3

Consideremos una simetria de tiempo reversible R para Xgs. Si 4" es un punto
fijo de R y v(0) = ~* para v una curva integral de Xgu pasando por 7™,
entonces R(7(t)) = v(—t).

Bahia Blanca, 6 de Junio 2019 14 /18
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Routhianos simples

Simetrias de tiempo reversible para sistemas hibridos Routhianos simples

Proposicién 3.3

Consideremos una simetria de tiempo reversible R para Xg:. Siy™ es un punto
fijo de R y v(0) = ~* para v una curva integral de Xgu pasando por 7™,
entonces R(7(t)) = v(—t).

Teorema 3.4

Sea R¥ : TS — R una aplicacién Routhiana invariante bajo la aplicacién
R:TS = TS,

R(q(t), 4(t)) = (F(a(t)), —dF(q) - 4(1)) ()

con F: Q@ — Q una involucién diferenciable. Si v* = (g%, ¢*) es un punto fijo
de R, entonces R(y(t)) = v(—t). En particular F( () = q(—1).
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Routhianos simples

Existencia de drbitas periddicas

Teorema 3.5

Sea X g+ un sistema hibrido dindmico Rouhtiano simple, con Routhiano

R : TS — R invariante bajo R : TS — TS definido como en (5). Si v* es un
punto fijo de R, ~ cruza la superficie de impacto S en

t— = inf{t > 0|y(t) € S} y la aplicacién de impacto esta definida como
A(y™(t)) = R(y (i) entonces ~(t) es una solucién periédica para X, px
con periodo 2t; .
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Routhianos simples

Existencia de drbitas periddicas

Ejemplo 3.6
Consideremos

Q Lafuncién F: R x S' = R x S' como F(£,¢) = (£, —¢) que es una
involucién diferenciable.
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Routhianos simples

Existencia de drbitas periddicas

Ejemplo 3.6

Consideremos

Q Lafuncién F: R x S' = R x S' como F(£,¢) = (£, —¢) que es una
involucién diferenciable.

@ Podemos contruir la aplicacién de simetrfa R : T(R x S') — T(R x S')
usando (5) como

R(&- ®, 5.7 90) = (57 —¥, 76'7 90)
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Routhianos simples

Existencia de drbitas periddicas

Ejemplo 3.6
Consideremos

Q Lafuncién F: R x S' = R x S' como F(£,¢) = (£, —¢) que es una
involucién diferenciable.

@ Podemos contruir la aplicacién de simetrfa R : T(R x S') — T(R x S')
usando (5) como

R(&- ®, 5.7 90) = (57 —¥, 76'7 90)

@ Los puntos fijos de R estdn dados por v* = (£*,0,0,¢"), para un £* y ©*.
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Routhianos simples

Existencia de drbitas periddicas

Ejemplo 3.6

Consideremos

Q Lafuncién F: R x S' = R x S' como F(£,¢) = (£, —¢) que es una
involucién diferenciable.

@ Podemos contruir la aplicacién de simetrfa R : T(R x S') — T(R x S')
usando (5) como

R(&- ®, 5.7 90) = (57 —¥, 76'7 90)

Los puntos fijos de R estdn dados por v* = (£%,0,0,¢9%), paraun £ y o,

€ €

Sea t; los puntos donde v cruza la superficie de impacto S* y definiendo
AA() = A€, 97 6,0 ) = RE 9T, E7,97) =
(IOa —po, 7€77 @7)'
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Routhianos simples

Existencia de drbitas periddicas

Ejemplo 3.6
Consideremos

Q Lafuncién F: R x S' = R x S' como F(£,¢) = (£, —¢) que es una
involucién diferenciable.

@ Podemos contruir la aplicacién de simetrfa R : T(R x S') — T(R x S')
usando (5) como

R(&- ®, é-, 90) = (57 —¥, 76'7 90)

Los puntos fijos de R estdn dados por v* = (£%,0,0,¢9%), paraun £ y o,

€ €

Sea t; los puntos donde v cruza la superficie de impacto S* y definiendo
A7) = A€, ¢, 6,9 ) =RIE ¢, ¢ ) =

(IOa —%0, 7€77 907)

Por lo tanto, por el Teorema 3.5, existe una solucién periddica del sistema
hibrido Routhiano reducido determinado por RY y A" para el robot hopper 2D,
con periodo 2t; .
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Routhianos simples

Otros estudios y Trabajo a futuro

o También estudiamos la estabilidad de las érbitas periddicas utilizando la
aplicacién de Poincaré en término de los autovalores de su linealizacién en
los puntos fijos del sistema, y aplicaciones a sistemas de control
infractuados.

o En un futuro queremos extender estos resultados al contexto de “funcional
reduccién” y estudiar sistemas mas complejos, como robots bipedos en
3D, en lugar del modelo 2 dimensional del robot saltarin.

B Leonardo Jesus Colombo, Eyrea Irazd Maria Emma, Symmetries and
periodic orbits in simple hybrid Routhian systems. Submitido, Marzo 2019.
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Routhianos simples

MUCHAS GRACIAS
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