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Sistemas hibridos

Sistemas que combinan comportamiento continuo y discreto.

Sistema hibrido es 4-upla . = (Q, L, S, R):
Lo e @ variedad,
e [: R x TQ — R Lagrangiana,
e S subvariedad R x TQ, “switching surface”,
e R: S—>Rx TQ, “reset map".

Ej. Enlafigura: Q =R, S={x=0,v <0} N TR x R, la Lagrangiana es

L= %mkz — mgx,

y R: (t,x,v) — (t,x,—cv), con 0 < ¢ <1 (c =1 el impacto eléstico).

Objetivo: estudiar la reduccién de modelos simples de sistemas hibridos.



Lagrangianos dependientes del tiempo y geometria co-simpléctica

e Una variedad co-simpléctica es (M, 2, n) con M variedad de dimensién
2n+1, Q 2-forma cerrada, n 1-forma cerrada y Q" A n forma de volumen.

e Campo de Reeb (en M) T se caracteriza por tQ =0y in=1.

e Dada H: M — R suave, campo Hamiltoniano (en M) se caracteriza

mediante
ix,Q=dH —T(H)n, ix,n=0.

El caso que nos interesa es M = TQ x R; para una Lagrangiana mecénica (por
tanto regular) L:

QL IFL*(qudp)—qud(glc"), 1 = dt,

y Hamiltoniano E.(t,q, ) = (FL(t,q,q),q) — L(t,q,g). Campo de evolucién:

0 0 .\ 0
ZL a+q87+r(t7 qaq)aiy

con T dado por ecs de EL < (g:) - %: =0.



Simetrias y reduccién co-simpléctica

Consideremos a un sistema hibrido ¥ = (Q, L, S, R).
Sea V;: TQ XR — TQ x R una accién “suficientemente regular” cosimpléctica
de un grupo de Lie G que es levantada de una acién el la base. Asumimos:

e Admite aplicacién momento J; = JoFL, con J: R x T*Q — g* dado por

(J(t,q,p), &) = (p,&q), V€€

e L es invariante bajo W9 e LoW'™® =,
e W se restringe S, con su aplicacién momento correspondiente.

e R es equivariante, es decir
RoW, |s= WV 0R.

Vayamos al caso Abeliano G = S'y Q = S x G. Usando reduccién cosimpléctica
se demuestra: para u € g%, J;'(1)/G, se identifica con T(Q/S') x R, y la
dindmica se relaciona

Z = (Q7 L757 R) — L= (Q/S17 st,uv RM)

siendo (si 0 es ciclica)
L, = [L— pb]

Ji=p



Un ejemplo sencillo (billar con paredes méviles)

Tenemos L(t,x,y,%,y) = 2(%* + y*), que es invariante bajo rotaciones. El
switching es S = (R x TQ) N {x® + y* = f(t), (X, ¥) - (x,y) > 0}, que también
es invariante.

Impacto:
--------------- o = s 4 H) 20 +yy‘)X7
f(t)
. o F(t) —2(xxT +yyT
oy MO i),

Impacto es S-equivariante.

Se conserva el momento r6.

(2% + 42 = £(t)}



Un ejemplo sencillo (billar con paredes méviles) — cont.

En polares
o L(t,x,y,x,y) = 2(x2+3°) = L(t,r,0,F,0) = 2(i* + r*0?)
o Reset (F)2 = (i~ + 74 (F(t) — 2ri™) (2'r_ n %) Ot =

e Momento Ji(t,r,7,0,0) = pp = mr?d

Calculamos el Routhiano:

2
_m. K

{0=p/mr2} - 2me?

Lu(t,r, i) = [L — ué]

Sistema reducido:
zu - (Qred7 Lu» Suv Ru)v

con Quea ~R*, con S, = {rP = f(t),F >0}y (r,i") = (r,it = —i7)

Hay una equivalencia:

Reconstruccién %
_—

K% Reduccién fu fu



Muchas gracias



