
Estimación en presencia de parámetros
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Estimación basada en la minimización de q-divergencias

Z1, . . . ,Zn muestra aleatoria de una población cuya verdadera densidad
es g.

Como modelo asumimos F = {fθ = f(.;θ) : θ ∈ Θ ⊂ Rp}

q-divergencia o divergencia potencia (Cressie and Read, 1984)

Dq(g, fθ) = −1

q
Eg

[
Lq

{
f(Z;θ)

g(Z)

}]
= −1

q

∫
Lq

{
f(z;θ)

g(z)

}
g(z) dz,

Lq(u) =

{
u1−q−1

1−q , q 6= 1 q-logaritmo

log(u), q = 1

q = 1, D1(g, fθ): divergencia de Kullback-Leibler

q-entroṕıa o entroṕıa no extensiva (Havdra y Charvat, 1967)

Hq(g, fθ) = −Eg[Lq{f(Z;θ)}] = −
∫
Lq{f(z;θ)}g(z) dz

q = 1, H1(g, fθ): entroṕıa de Shannon
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Relación entre q-divergencia y q-entroṕıa

(Ferrari y La Vecchia, 2012)

θ0 = arg min
θ∈Θ

Dq(g, fθ)

Si q = 1, θ0 = arg minθ∈ΘH1(g, fθ) = arg minθ∈ΘD1(g, fθ)

Si q 6= 1, θ∗ = arg minθ∈ΘHq(g, fθ) = arg minθ∈ΘDq(g(1/q), fθ)

siendo g(α)(z) =
gα(z)∫
gα(z) dz

, α > 0, la transformación potencia.

θ∗ parámetro substituto, θ∗ 6= θ0

Para 0 < q < 1, g(1/q) acentúa partes de g con valores grandes de
densidad y reduce la importancia de las colas.

Minimizando una versión emṕırica de Hq se obtiene un procedimiento de
estimación robusto totalmente paramétrico.
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Estimador de máxima Lq-verosimilitud (EMLqV)

Estimador de máxima Lq-verosimilitud (EMLqV) (Ferrari y Yang, 2010)
basado en una muestra Z1, . . . ,Zn,

θ̂
∗

= arg max
θ∈Θ

n∑
j=1

Lq{f(Zj ;θ)}

θ̂
∗

es estimador consistente de θ∗.

θ̂ = τq(θ̂
∗
) es estimador consistente de θ0, donde τα : Θ→ Θ es la

transformación definida por

f(z; τα(θ)) = f (α)(z;θ), 0 < α <∞,

asumiendo que F es cerrada bajo la transformación potencia.

Estimador de máxima verosimilitud (EMV) (q = 1)

θ̂ = arg max
θ∈Θ

n∑
j=1

log f(Zj ;θ)

θ̂ es estimador consistente de θ0.
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EMLqV en presencia de parámetros incidentales

Z1, . . . ,Zn v.a. independientes, Zj con verdadera densidad gj .

Como modelo asumimos

Fj = {fθ,ξj
= fj(.;θ, ξj) : θ ∈ Θ ⊂ Rp, ξj ∈ Ξ ⊂ Rr}, j = 1, . . . n

θ parámetro estructural de interés, ξ1, . . . , ξn parámetros incidentales

Asumimos que existe τα = (τα,1, τα,2) : Θ× Ξ→ Θ× Ξ

fj(z; τα,1(θ), τα,2(ξj)) = f
(α)
j (z;θ, ξj) j = 1, 2, . . .

y Fj es cerrada bajo la transformación potencia.

(θ∗, ξ∗1, . . . , ξ
∗
n) = arg min

θ,ξ1,...,ξn

ĺım
n→∞

1

n

n∑
j=1

Hq(gj , fθ,ξj
)

θ∗ parámetro estructural substituto.
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EMLqV en presencia de parámetros incidentales

θ̂
∗
, ξ̂
∗
1, . . . , ξ̂

∗
n EMLqV

(θ̂
∗
, ξ̂
∗
1, . . . , ξ̂

∗
n) = arg max

θ,ξ1,...,ξn

n∑
j=1

Lq{fj(Zj ;θ, ξj)}

ξ̂j(Zj ;θ) = arg max
ξj

Lq{fj(Zj ;θ, ξj)}, j = 1, 2, . . . .

θ̂
∗

= arg max
θ∈Θ

Hn(θ),

donde

Hn(θ) =

n∑
j=1

Lq{fj(Zj ;θ, ξ̂j(Zj ;θ))} =

n∑
j=1

hj(Zj ;θ)

θ̂
∗

es estimador consistente de θ† 6= θ∗

θ† = arg max
θ∈Θ

ĺım
n→∞

1

n

n∑
j=1

Egj [hj(Zj ;θ)]
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θ̂
∗
, ξ̂
∗
1, . . . , ξ̂

∗
n EMLqV

(θ̂
∗
, ξ̂
∗
1, . . . , ξ̂

∗
n) = arg max

θ,ξ1,...,ξn

n∑
j=1

Lq{fj(Zj ;θ, ξj)}

ξ̂j(Zj ;θ) = arg max
ξj

Lq{fj(Zj ;θ, ξj)}, j = 1, 2, . . . .

θ̂
∗

= arg max
θ∈Θ

Hn(θ),

donde

Hn(θ) =

n∑
j=1

Lq{fj(Zj ;θ, ξ̂j(Zj ;θ))} =

n∑
j=1

hj(Zj ;θ)

θ̂
∗

es estimador consistente de θ† 6= θ∗

θ† = arg max
θ∈Θ
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Resultados

I Bajo condiciones de regularidad apropiadas el EMLqV θ̂
∗

converge
en probabilidad a θ† y es asintóticamente normal.

I Si θ† = ρ(θ∗), entonces θ̂ = ηq(θ̂
∗
) es estimador consistente de θ0,

donde ηq = τq,1 ◦ ρ−1

I Para 0 < q < 1 el estimador tiene buenas propiedades de robustez.
q controla el balance entre eficiencia y robustez.

I El EMV es obtenido como caso particular cuando q = 1.
I Se obtiene un algoritmo de estimación iterativo de re-ponderación,

basado en una versión ponderada del escore usual.
I La elección de un valor apropiado del parámetro q puede basarse por

ejemplo en alguna técnica numérica como bootstrap, validación
cruzada o BIC. En aplicación, dada una grilla de valores
Q = {q1, . . . , qm}, proponemos elegir

qopt = arg min
q∈Q

ÊCM(θ̂(q)),

donde ÊCM es el error cuadrático medio del estimador calculado
mediante bootstrap paramétrico.
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I Si θ† = ρ(θ∗), entonces θ̂ = ηq(θ̂
∗
) es estimador consistente de θ0,

donde ηq = τq,1 ◦ ρ−1

I Para 0 < q < 1 el estimador tiene buenas propiedades de robustez.
q controla el balance entre eficiencia y robustez.

I El EMV es obtenido como caso particular cuando q = 1.
I Se obtiene un algoritmo de estimación iterativo de re-ponderación,

basado en una versión ponderada del escore usual.

I La elección de un valor apropiado del parámetro q puede basarse por
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Aplicación:
Modelo de regresión lineal simple con errores en las variables

Yj = α+ βξj + ej ,

Xj = ξj + uj , ξj constantes fijas desconocidas, j = 1, . . . , n,

donde ej ∼ N(0, σ2
e) y uj ∼ N(0, σ2

u) son independientes.

Asumimos λ = σ2
e/σ

2
u conocida para identificabilidad del modelo.

Sin pérdida de generalidad consideramos λ = 1, luego σ2
e = σ2

u = φ.

Zj = a+ bξj + εj , j = 1, . . . , n,

Zj ∼ N2(µj , φI2), donde µj = a+ bξj

donde Zj = (Xj , Yj)
T son observables y εj = (uj , ej)

T son errores i.i.d,
a = (0, α)T y b = (1, β)T .

θ = (α, β, φ)T parámetro estructural, ξ1, . . . , ξn parámetros incidentales

El EMLqV θ̂
∗

es estimador consistente de θ† = (α0, β0, (q − 1
2 )φ0)T ,

asumiendo 1
2 < q ≤ 1.
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Eficiencia relativa asintótica (ERA) respecto del EMV

La ERA de los EMLqV de α y β está dada por

[1− 4(1− q)2]
1
2 +1 × 100.

La ERA del EMLqV de φ está dada por

[1− 4(1− q)2]
1
2 +2

1 + 4(1− q)2
× 100.

q

ERA 1 0.99 0.98 0.95 0.90 0.85 0.80 0.75 0.70

α, β 100 99.94 99.76 98.50 94.06 86.81 76.99 64.95 51.20
φ 100 99.88 99.52 97.03 88.53 75.59 59.88 43.30 27.77

1 > q > 0

←− eficiencia/robustez −→
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Ejemplo numérico (Rousseeuw y Leroy, 1987)

Datos de Herzsprung-Russell del grupo de estrellas CYG OB1 (n = 47)

X : logaritmo de la temperatura efectiva en la superficie de la estrella
Y : logaritmo de la intensidad de luz
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Log temperatura

L
o
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n
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n
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a
d
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e
 l
u
z

34

30

20

11

7

EMLqV, q = 0.88
EMV, datos completos
EMV, eliminando obs. 11, 20, 30, 34
EMV, eliminando obs. 7, 11, 20, 30, 34

EMV EMLqV

Datos completos

q=0.88

α̂ 35.43 -21.09

β̂ -7.06 5.90

φ̂ 0.08 0.01
Eliminando obs.
11,20,30,34

q=0.90

α̂ -18.26 -21.01

β̂ 5.28 5.88

φ̂ 0.01 0.01
Eliminando obs.
7,11,20,30,34

q=0.93

α̂ -20.75 -20.95

β̂ 5.84 5.87

φ̂ 0.01 0.01
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