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Objetivo

El objetivo de esta comunicacién es introducir un orden parcial
sobre el conjunto de las Aj-compleciones de un conjunto parcial-
mente ordenado tal que

» Para ciertas clases de Aj-compleciones sea un reticulo
completo.

» Extienda el orden parcial considerado sobre las
compleciones superiores (join-completions).

N



Definiciones preliminares

Un par (L, e) es una complecién de un poset P si L es un reticulo
completo y e: P — L es una inmersién de orden.
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Un par (L, e) es una complecién de un poset P si L es un reticulo
completo y e: P — L es una inmersién de orden.

Una complecién (L, e) es llamada una complecién superior de
P si e[P] es denso superiormente (esto es, para todo u € L, existe
A C Ptal que u =/ e[A]).

Denotamos por J(P) todas las compleciones superiores de P.
(Dualmente, M(P)).



Orden en J(P)

Definicion

Diremos que dos compleciones (L1, e1) y (L2, e2) son
equivalentes (L = L) si y s6lo si existe un isomorfismo
a: Ly — Lytalqueaoe; =en.
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Orden en J(P)

Definicion

Diremos que dos compleciones (L1, e1) y (L2, e2) son
equivalentes (L = L) si y s6lo si existe un isomorfismo
a: Ly — Lytalqueaoe; =en.

Denotamos al conjunto cociente J(P)/ = simplemente por J(P).

Proposicion

Si se define la relacion < sobre JJ(P) por: L1 <o L siy s6lo si
existe una inmersién de orden a: L1 — Ly talque oo ey = ey,
entonces (J(P), <o) es un reticulo completo.

El primer y dltimo elemento de (J(P), <o) son respectivamente la
complecién Dedekind-MacNeille y D(P).
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Definicién

Una A;j-complecién de P es una complecion (L, e) tal que cada
elemento de L es un supremo de infimos de e[P] y un infimo de
supremos de e[P].

Sea (L, e) una Aj-complecién de P. Definimos:
» O(L)={yeL:AIeDP) tq y=\Vell]}.
» K(L)={x e L:3dF € UP) tq x = A e[F]}.

OBSERVACION
Si(L,e) es una Aj-complecién de P, entonces

» K(L) es denso superiormente en L, y (K(L), e) es una
complecién inferior de P.

» O(L) es denso inferiormente en L, y (O(L), e) es una
complecion superior de P.
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Aj-compleciones

Teorema(Gehrke et al. Theo. 3.4)

Hay una correspondencia biunivoca entre las Aj-compleciones
de Py las polaridades (K, O, R) tales que:

1. (K, ex) es un complecién inferior de P.

2. (O, ep) es una complecién superior de P.

3. R € KX O cumple que:
31 Vae PxeK (x<kex(a) & xRep));
32VaePyeO (eo@) <oy < ex(a)Ry)
33 Vx,x¥ eKyeO (x<kx’Ry = xRy);
34 VxeKyyeO (xRy<oy = xRuy).
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Sean (L1, e1) y (L2, e2) Aj-compleciones de P.
Definicion
Diremos que a: L1 — L es una Aj-inmersion si es una
inmersién de orden tal que 2 oe; = e,y
a[K(L1)] €K(L2) y a[O(L1)] € O(Ly).

Definicion
Definimos la relaciéon < sobre A;(P) por:

[1 <L, &< existe una Aj-inmersiéon a: L1 — L.

Proposicion
L1 <LryL,<LisiysolosiL; = L.



Orden parcial sobre las Aj-compleciones

Proposicion
Los posets (J(P), <o) y {IM(P), <o) son sub-posets de (A;(P), <).



Orden parcial sobre las Aj-compleciones

Proposicion
Los posets (J(P), <o) y {IM(P), <o) son sub-posets de (A;(P), <).

Proposicién
L1 < L, siy solo si se satisface lo siguiente:
1. Existe una inmersién de orden ak: K(L1) — K(Lp) tal que
ag oe1 = ey;
2. Existe una inmersién de orden ap: O(L1) — O(L,) tal que
apoe =e;
3. Vx e K(L1),y € O(L1), x <1y & ak(x) <2 ao(y).
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Ai-compleciones compactas

Definicién
Una A;j-complecién de un poset P es llamada compacta si para
todos x € K(L) e y € O(L), x < y implica que existe a € P tal que
x<e(@<y.

Lema

Si(L,e) es una Aj-complecién compacta de P, entonces

e[P] = K(L) N O(L).

Denotamos al conjunto cociente A{®™(P)/ = simplemente por
AL(P).

Proposicion

Sean (L1, e1) y (L, e2) A1-compleciones compactas. Entonces,

L1 <Ly & K(L1) =0 K(L2) y O(L1) =0 O(L2).



Ai-compleciones compactas

Proposicion
Sea (K, ex) una complecién inferior de Py (O, ep) una
complecién superior de P. Si R* C K X O es definida por

xRy & JdaeP(x<kex(@)y eola) <o),

entonces (K, O, R*) es una GJP-polaridad compacta.
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Teorema
El poset (A7°™(P), <) es un reticulo completo.

Demostracion.
La funcién

APR(P) >IM(P) X J(P)

LI >(K(L), O(L))

es una biyeccién. Ademds, como

L1 =L, & K(L1) 20 K(L2) y O(L1) =0 O(L2)
& (K(L1),O(L1)) < (K(L2), O(L2)).

Por lo tanto,

(A0m(P), <) = (M(P), <o) X (J(P), <o)
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Ai-compleciones compactas

Corolario
El altimo elemento de AT*™(P) es la Aj-complecién

(U(U(P)),e*y cone*(a) ={F € U(P) :a € F}.

El primer elemento de A{*™(P) es la Aj-complecion que corres-
ponde al par (N(P), N(P)). ;se puede obtener una mejor descrip-
ciéon de ésta?

Proposicion
AJ°™(P) es un subconjunto decreciente de A1(P). Esto es,

L e A(P)y Ce AP™(P)tal que L < C = L € A™™(P).



Para seguir pensando...

Sea P un poset. Recordemos que
L* = U (U(P))

es el dltimo elemento de A{°™(P). Sea (L, e) € A1°™(P). Se define
la funcién : L* — L por

5(U)=\/{Ae[F]:Peu}.
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Sea P un poset. Recordemos que
L =U(UP))

es el daltimo elemento de A{°™(P). Sea (L, e) € A{°™(P). Se define
la funcién g: L* — L por

ﬁ(U):\/{/\e[F]:FeU}.

Proposicion
La funcién § cumple las siguientes propiedades:
1. B es sobreyectiva.
2. B preserva supremos arbitrarios.
3. B(x) € K(L), Vx* € K(L").
4. B(y") € O(L), Yy* € O(L").
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Para seguir pensando...

Sea P un poset. Recordemos que
L = U(UP))

es el ultimo elemento de A{°™(P). Sea (L, e) € A{*™(P). Se define
la funcién : L* — L por

By = \/{ N\ elF1: Feu}.

Proposicién
L € A7°™(P) es completamente distributiva siy s6losi f: L* — L
preserva infimos arbitrarios.

Demostracioén.
To be continued... O

Un resultado analogo para compleciones superiores es probado
en Standard completions for quasiordered sets de Erné and Wilke.
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Para seguir pensando...

Consideremos el siguiente conjunto de Aj-compleciones:

L(P)={Le€ Ai(P): L esuna (F,I)— complecion de P tal que
¥ es una coleccion estandar de conjuntos crecientes e

I es una coleccion estandar de conjuntos decrecientes de P}

Definicion

(L,e) es una (¥, I )-complecién de P si:
1. FeF,lel, Ne[F]<Vell]] = FNI#0.
2. YuelL

w=\A{NelF]: Ne[Fl<u} 'y u=A{Vell]:u< Ve[l]}

Tenemos que A{™(P) C E(P). ¢((E(P), <) un reticulo completo?



iMuchas Gracias!
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