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DEFINICION

Una t-norma es una operacion binaria * : [0,1]% — [0, 1] que
satisface las siguientes condiciones:

T-NORMAS

1. % es conmutativa y asociativa.

2. x es no decreciente en ambos argumentos, es decir, para todo
x,y,z € [0,1]

x<yimplicaxxz<yxzyzxx<zxy,
3. 1xx =xy0x*x =0 para todo x € [0, 1].

Una t-norma continua es una t-norma que es continua como
aplicacién de [0,1]? en [0,1]. Para toda t-norma continua se puede
definir un residuo que satisface:

xxz <y siysolamentesi x <z —y.
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1. % es conmutativa y asociativa.
2. x es no decreciente en ambos argumentos, es decir, para todo
x,y,z € [0,1]
x<yimplicaxxz<yxzyzxx<zxy,
3. 1xx =xy0x*x =0 para todo x € [0, 1].

Una t-norma continua es una t-norma que es continua como
aplicacién de [0,1]? en [0,1]. Para toda t-norma continua se puede
definir un residuo que satisface:

xxz <y siysolamentesi x <z —y.

El dlgebra ([0, 1], x, —, max, min, 0, 1) es al dlgebra estandar
asociada a la t-norma continua .

T-NORMAS



EJEMPLOS

1.

t-norma de tukasiewicz: x x| y = max(0,x +y — 1)
Implicacion de tukasiewicz: x —; y = min(1,1 — x + y),

. t-norma de Gédel : x x¢ y = min(x,y),

Implicacion de Godel :

_Jy si x>y
X%Gy_{l si x<y.

. t-norma producto: x xpy = x - y,

Implicacién de Goguen:

[ y/x si x>y
X%Py_{l si x<y.
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Implicacion de tukasiewicz: x —; y = min(1,1 — x + y),
2. t-norma de Gédel : x x¢ y = min(x,y),
Implicacion de Godel :

_Jy si x>y
X%Gy_{l si x<y.

3. t-norma producto: x xpy = x -y,
Implicacién de Goguen:

[ y/x si x>y
X%Py_{l si x<y.

Las algebras ([0, 1], *1, =, max, min,0,1),

([0,1], *¢, — ¢, max, min,0,1) y ([0, 1], *p, —p, max, min, 0, 1)
son las algebras estdndar de Lukasiewicz, Gédel y Producto,
respectivamente.

T-NORMAS



Si (a;, bi)ic/ es una familia de intervalos disjuntos, con

0 < a; < b <1y tales que *' es una t-norma continua sobre
(aj, b;), definimos para todo par x,y € [0,1] una t-norma continua

Illamada suma ordinal de las t-normas:

X*y = X*{ar’abi]y Six,y € (aiabi);
min{x,y} en caso contrario.
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Si (a;, bi)ics es una familia de intervalos disjuntos, con

0 < a; < b; <1y tales que *' es una t-norma continua sobre

(a;, bi), definimos para todo par x,y € [0, 1] una t-norma continua
Illamada suma ordinal de las t-normas:

X*xy = X*Eahbf]y Six,y € (a;,b,);
min{x,y} en caso contrario.

TEOREMA (MOSTERT-SCHIELDS)

Toda t-norma continua es la suma ordinal de una familia de
t-normas de tukasiewicz, Godel y producto.

T-NORMAS



Hooprs Y BL-ALGEBRAS

Hoops v
BL-ALGEBRAS

DEFINICIONES
Un hoop es un dlgebra A = (A, x,—, T) de tipo (2,2,0), tal que
(A,*, T) es un monoide conmutativo tal que para todo
x,y,z € A:
1. x—=>x=T,
2. xx(x = y)=yx*x(y — x),
3. x=>(y—2z)=(xxy) = z.
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DEFINICIONES T

Un hoop es un dlgebra A = (A, x,—, T) de tipo (2,2,0), tal que
(A,*, T) es un monoide conmutativo tal que para todo
x,y,z € A:

1. x—=>x=T,
2. xx(x = y)=yx*x(y — x),
3. x=>(y—2z)=(xxy) = z.
Un hoop basico es un hoop que satisface la ecuacion

(x=y)=2)x((y > x) = 2)—>2)=T
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Hoops v

DEFINICIONES T

Un hoop es un dlgebra A = (A, x,—, T) de tipo (2,2,0), tal que
(A,*, T) es un monoide conmutativo tal que para todo
x,y,z € A:

1. x—=>x=T,
2. xx(x = y)=yx*x(y — x),
3. x=>(y—2z)=(xxy) = z.
Un hoop basico es un hoop que satisface la ecuacion

(x=y)=2)x((y 2 x)=2) = 2)=T
Una BL-algebra es un hoop basico acotado, es decir, un algebra

A= (A x*,—, L1, T) detipo (2,2,0,0) tal que (A,*,—,T) es un
hoop bésico y 1 es el minimo de A.



DEFINICION
Hoops v

La clase de BL-dlgebras es la variedad generada por todas las L= SR
algebras con t-normas continuas.



DEFINICION
Hoops v

La clase de BL-dlgebras es la variedad generada por todas las L= SR
algebras con t-normas continuas.

BIL-algebras

e

MV—élgebras Algebras de Algebras
Godel producto

x#y=max(0,x +y—1) X*g Yy = min(x,y) Xkpy =X-y



SUMAS ORDINALES

Hoops v

DEFINICIéN BL-ALGEBRAS
Sean A= (A,-a,—a, T) yB=(B,-g,—p, T) dos hoops tales

que AN B ={T}. Luego podemos definir la suma ordinal de A y

B como el hoop A®B = (AU B,-,—, T,), donde las operaciones

-y — estan dadas por:

XAy Si X,y € A;
.y d xBY si x,y € B;
Y= x si xe A\{T}, yeB;
y si ye B\{T}, xe A
X =AYy Si X,y € A
) x—=By si x,y € B;
XY= T si x€ A\{T}, y € B;

y si y€eA xeB.



DESCOMPOSICION EN ELEMENTOS
REGULARES Y DENSOS

Hoops v
BL-ALGEBRAS

Dada una BL-algebra A podemos considerar los conjuntos
MV(A) ={x € A: =—x = x},
cuyos elementos llamaremos elementos regulares de A y
D(A)={xecA:—-x=1},

que se conocen como se conocen como elementos densos de A.



DESCOMPOSICION EN ELEMENTOS
REGULARES Y DENSOS

Hoops v
BL-ALGEBRAS

Dada una BL-algebra A podemos considerar los conjuntos
MV(A) ={x € A: =—x = x},
cuyos elementos llamaremos elementos regulares de A y
D(A)={xecA:—-x=1},
que se conocen como se conocen como elementos densos de A.

TEOREMA (BUSANICHE)
Para toda BL-cadena A, tenemos que A = MV(A) @ D(A).



LA SUBVARIEDAD M(

Nuestro objetivo es estudiar la subvariedad generada por la suma
ordinal del dlgebra [0, 1]my y el hoop de Gddel [0, 1]g, es decir,
generada por

SUBVARIEDAD MG

A = [07 1]MV b [O, 1](;.
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Nuestro objetivo es estudiar la subvariedad generada por la suma
ordinal del dlgebra [0, 1]my y el hoop de Gddel [0, 1]g, es decir,
generada por

2= [Ov 1]MV 5] [0, l]G-

BL-algebras

MG-algebras
N

MV-ilgebras Algek_).ras de Algebras
Godel producto

SUBVARIEDAD MG



T-NORMA Y VARIEDAD MG

SUBVARIEDAD MG

Hx,y) = max(0,x +y —3) six,y €[0,1);
24 min(x,y) en caso contrario.



T-NORMA Y VARIEDAD MG

1 - 1y.
H(x,y) = { m?X(O,X +y—3) six,yelo, 5)_, ey A6
min(x,y) en caso contrario.
TEOREMA
MG =MV atg.
COROLARIO

MG como subvariedad de BL estd caracterizado por la ecuacion

(——x = x)? = (-—x = x)



T-NORMA Y VARIEDAD MG

1 - 1y.
H(x,y) = { m?X(O,X +y—3) six,yelo, 5)_. S G
min(x,y) en caso contrario.
TEOREMA
MG =MV atg.
COROLARIO
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(——x = x)? = (-—x = x)

i Cual es el reticulado de subvariedades de MG?



EL RETICULADO DE SUBVARIEDADES A(MYV)

ANMG)

L, = (Z, n)
L" = T(Z x Z,(n,0))
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EL RETICULADO DE SUBVARIEDADES A(MYV)

V(L)

«O>» «Fr « >
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EL RETICULADO DE SUBVARIEDADES A(MYV)

V(LY) V(L) M)




EL RETICULADO DE SUBVARIEDADES A(G.A)

GA tiene elementos idempotentes, por lo que tiene la EDPC
(distributividad de congruencias) y el reticulado de subvariedades

es una cadena numerable por lo que cualquier subvariedad propia

es localmente finita. A(MG)



EL RETICULADO DE SUBVARIEDADES A(G)
(AGLIANO - VARIETIES III)

ANMG)



TEOREMA

Los elementos completamente supremo irreducibles de N(MG)
son V(C) donde C es una cadena subdirecamente irreducible de
MG, es decir, son de alguna de las siguientes formas: AMO)

> £,
> "

> L, ® G,
> L7 DG,



TEOREMA

Los elementos completamente supremo irreducibles de N(MG)
son V(C) donde C es una cadena subdirecamente irreducible de
MG, es decir, son de alguna de las siguientes formas: AMO)

> £,
>L[L
> L, ® G,
> 1" B G,

COROLARIO

Los elementos supremo irreducibles del reticulado de subvariedades
de MG forman un conjunto ordenado.

(2 x D(N)) x (w+ 1)



SUPREMO IRREDUCIBLES EN EL RETICULADO
DE SUBVARIEDADES DE M(

ANMG)

\ V(IA) V(Lf’,)

vy VL) vaL). ..

vED)



ANMG)

TEOREMA (AGLIANO-MONTAGNA)

Si A es una variedad en N(MG) entonces A es supremo finito de
variedades supremo irreducibles.



BASES ECUACIONALES

LEMA (D1 NoLA - LETTIERI)

Para n > 2, la subvariedad V(L)) de MV estd caracterizada por
la siguiente identidad:

(((n+ D)x)2 6 2x71) A (px?)™1 & (n+ 1)) = 1 (af)

BASES ECUACIONALES

para todo entero positivo 1 < p < n tal que p no es divisor de n.



BASES ECUACIONALES

LEMA (D1 NOLA - LETTIERI)

Para n > 2, la subvariedad V(L)) de MV estd caracterizada por
la siguiente identidad:

BASES ECUACIONALES

(((n+ 1)x)2 6 2x71) A (pxP )™ & (n+1)xP) =1 (a2)

para todo entero positivo 1 < p < n tal que p no es divisor de n.

LEMA (D1 NOLA - LETTIERI)

Para n > 2, la subvariedad V(t,) de MYV estd caracterizada por la
siguiente identidad:
(((n+1)x")2 < 2x" ) A ((pxP~H)MHL
(n+DxP)A((n+1D)x9 < (n+2)x9) =1 ()

para todo entero positivo 1 < p < n tal que p no es divisor de n y
todo entero q tal que 1 < g < n y q divide a n.



BASES ECUACIONALES

LEMA (HECHT - KARTINAK) P o
Para n > 2, la subvariedad V(G,) de G estd caracterizada por la

siguiente identidad:

n+1

V (xi & xi11) =1 (1)

i=1



BASES ECUACIONALES

TEOREMA
Las ecuaciones que caracterizan a las variedades completamente
supremo irreducibles de N(MG) son:

> L, o,

> L7 af

w

BASES ECUACIONALES

> L, D G, (an = an) A (5,)
> L5 ® Gn: (maf = o) A ()



BASES ECUACIONALES

TEOREMA

Las ecuaciones que caracterizan a las variedades completamente
supremo irreducibles de N(MG) son:
> ]l_n.' Qp BASES ECUACIONALES
n . n
> L7l

> L, D G, (an = an) A (5,)
> L5 ® Gn: (maf = o) A ()

COROLARIO

Si A es una variedad en N(MG) tal que A=A V...V Ac y
B1,...,0Bk son las ecuaciones que caracterizan las variedades
Az, ..., Ay como subvariedades de MG entonces A estd
caracterizada como subvariedad mediante la ecuacion

BiN...ANBx=1



ALGEBRAS LIBRES: UN EJEMPLO

V(C) = V(L @ Gy)

«O>» «Fr « >
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ALGEBRAS LIBRES: UN EJEMPLO

V(C) = V(t;, ® G)

Freeapy(l) o 1

Freeg,(1)

Freeav(2)

Freepmp(1l) o 1

ALGEBRAS LIBRES



ALGEBRAS LIBRES: UN EJEMPLO

V(C) = V(t;, ® G)

ALGEBRAS LIBRES

Freeapy(l) o 1 Freeg,(1)

Freeav(2) Freepmp(1l) o 1

Sale del cociente de Freepqg(2) por el filtro



El

7 T T Y 1 T R T P

AGLIANO, P., FERREIRIM, I. M. A., MONTAGNA, F., Basic Hoops: an Algebraic
Study of Continuous t-norms STUDIA LoGIcA, 2007 voL. 87, N. 1, pAG. 73-98.

T-NORMAS

AGLIANO, P., MONTAGNA, F., Varieties of BL-algebras I: general properties
JOURNAL OF PURE AND APPLIED ALGEBRA, 2003, vOL. 181, N. 2-3, PAG.
105-129.

AGLIANO, P., MONTAGNA, F., Varieties of BL-Algebras Il STUDIA Locica, 2018,
voL. 106, N. 4, paG. 721-737.

AGLIANO, P., Varieties of BL-Algebras Ill STUDIA LOGICA, 2018. BIBLIOGRAFIA

D1 NovLA, A., LETTIERI, A., Equational Characterization of All Varieties of
MV-Algebras JOURNAL OF ALGEBRA, 1999, voL. 221, N. 2, PAG. 463 - 474.

EsTEVA, F., GODO, L., MONTAGNA,F., Equational characterization of the

subverieties of BL generated by t-norm algebras STUDIA LOGICA, 2004, vOL. 76,
N. 2, PAG. 161-200.

HecHT, T., KARTINAK, T., Equational classes of relative Stone algebras NOTRE
DaAME J. FORMAL Logic 13 (1972), NO. 2, 248-254.

LUBOMIRSKY, N., Técnicas geométricas y combinatorias en el estudio de

subvariedades de BL-dlgebras TESIS DOCTORAL, UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA
PraTa, 2017.



	Preliminares
	t-normas

	Hoops y BL-álgebras
	Subvariedad MG
	 (MG)
	Bases ecuacionales
	Álgebras libres
	Bibliografía

