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Resumen

Al Inicio de este trabajo, recordamos los principales resultados
acerca de las Afgebras de Boole Bitopoldgicas (ver por ejemplo
[2], [4] o [6]) y a partir de ellas construimos Algebras de
Heyting. Como una aplicacién importante, mostramos un
enfoque bitopolégico de la Completacién de
Dedekind-MacNeille en el caso particular de Algebras de
Heyting. Y finalmente construimos explicitamete una dualidad
categdrica entre estas Algebras con una categoria particular de
Espacios Topoldgicos con ciertas propiedades.



Definition

Un Algebra de Boole Topoldgica es un &lgebra (A, A, V,—,°,0,1)
de tipo (2,2,1,1,0,0) tal que (A,A,V,—,0,1) es un Algebra de
Boole y la operacién unaria “interior” ° verifica las siguientes
identidades:

1°~1

(a°)Na=a°

(a°)° ~ a°

(aAb)° ~ a° Ab°

Definition
Sea A un Algebra de Boole Topolégica y sea a € A. Diremos que a
es abierto si a° = a. Notaremos O(A) = {a € A/ a° = a}.

Definition

En un Algebra de Boole Topoldgica definimos la operacién unaria
“clausura” ~, como a = —((—a)°) Notaremos

C(A)={ac A/a=a}.



Theorem
Sea A un Algebra de Boole Topoldgica y sean a, b € A. Entonces:

L ~(3) = (-a)

o oK W
Ll v O
<
|
I
)]



Theorem
Sea A un Algebra de Boole con un operador ~— que llamaremos
“clausura” que verifica los siguientes cuatro axiomas:

Il
o

1

2.

3.

4. (avb)=3avh

Si defino un operador unario © como a° = —(=a), entonces el
Algebra de Boole A junto al operador ©, resulta un Algebra de
Boole topoldgica. Ademds, si defino la operacién “clausura®” como
2% = - ((—a)°), entonces ~ ="2. En consecuencia, para definr un
Algebra de Boole Topoldgica, es equivalente agregarle a un Algebra
de Boole un operador de clausura o un operador de interior.



Theorem
Sean A un Algebra de Boole Topoldgica, sean a,b € A y sea < el
orden dado por el Algebra de Boole, es decir, a< b< aANb=a.
Entonces:
1. a< b= a° < b°. En consecuencia, a°V b° < (aV b)° y si
a<byac O(A) entonces = a < b°.
2. a< b= 3<b. En consecuencia, aNb<aAbysia<by
b € C(A) entonces a < b.
3. a€ O(A) & —ac C(A).
4. Siac O(A) yaAb#0, entonces a A b +# 0.




Theorem

1. Si{ai1,...,an} C O(A) entonces (a1 V ....V ap) € O(A) y
(a1 A .... Aap) € O(A).

2. Si{a1,...,an} € C(A) entonces (a1 V ....V a,) € C(A) y
(a1 A....Nap) € C(A).

3. Si{aj}jes € O(A) y existe a =/, aj, entonces a € O(A).

4. Si{aj}jes C C(A) y existe a= |\, aj, entonces a € C(A).

Remark
Por el teorema anterior, si A es un Algebra de Boole Topolégica,
entonces O(A) y C(A) son subreticulados acotados de A.



Definition
Sean A Algebra de Boole y S subreticulado acotado de A.
Entonces:

1. S es relativamente completo superiormente en A, si Va € A,
I(a) = {x € §/x < a} tiene maximo.

2. S es relativamente completo inferiormente en A, si Va € A,
C(a) = {x € §/x < a} tiene minimo.

Remark

Sea A Algebra de Boole y S subreticulado acotado de A. Entonces
S es relativamente completo superiormente

<= =S5 = {-a/a € S} es relativamente completo inferiormente.



Theorem
Sea A un Algebra de Boole. Entonces:

1.

2.

Si ° es un operador de interior de A, la imagen de °, el
conjunto Im(°) = O(A), es un subreticulado acotado
relativamente completo superiormente de A.

Si ~ es un operador de clausura de A, la imagen de —, el

conjunto Im(~) = C(A), es un subreticulado acotado
relativamente completo inferiormente de A.

Theorem
Sean A Algebra de Boole y sea S un subreticulado acotado de A de
A. Entonces:

1.

Si S es relativamente completo superiormente y defino el
operador © como a° = max{x € S/x < a}, entonces ° es un
operador de interior de A.

Si S es relativamente completo inferiormente y defino el
operador ~ como a = min{x € S/x > a}, entonces ~ es un
operador de clausura de A.



Remark

Por los dos teoremas anteriores, hay una correspondencia biunivoca
entre los operadores de interior y/o clausura que posee un Algebra
de Boole y sus subreticulados acotados relativamente completos. Y
si S es el subreticulado correspondiente al operador de Interior, =S
es el correspondiente al de clausura.

Theorem
Sea H un Algebra de Heyting. Entonces existe un Algebra de Boole
Topoldgica (B,° ) tal que O(B) es isomorfa a H.



Definition

Sean A un Algebra de Boole Bitopoldgica, seaac Ayseai=1,2.
Diremos que a es “abierto” segtin la topologia i si a° = a.
Notaremos O;(A) = {a € A/ a® = a}. Notemos que si A es
distinguida, O1(A) C O(A).

Definition

En un Algebra de Boole Bitopoldgica, para i = 1,2 definimos las
operaciones unarias “clausura’ segun la topologfa i, ~como

a' = - ((—a)®). Notaremos C;(A) = {ac A/ 3 = a}.



Theorem
Sea A un Algebra de Boole Bitopoldgica distinguida. Entonces:
—2
1. a8 =3'. Esto implica que C1(A) C Go(A).

L att < g*2

2
3.
4. (a%2)%t = g™
5

Remark
A partir de ahora, supondremos que todas las Algebras de Boole
Bitopolégicas son distinguidas.



Ejemplos de Algebras de Boole Bitopoldgicas
1. Sea A un Algebra de Boole. 01 : A— A

_J0 si a#1l
Ol(a)_{l si a=1

y oo = Identidads son operadores de interior, tales que
(A, A, V,—,° 1 1d,0,1) es un Algebra de Boole bitopoldgica
distinguida.

2. Toda Algebra de Boole Topoldgica es un Algebra de Boole
Bitopoldgica tomando o7 = o y 0y = Identidad.

3. Si Aes Algebra de Boole Topoldgica, tomando o3 =0y = o
resulta un Algebra de Boole Bitopoldgica.



Definition

Sea A un Algebra de Boole Bitopoldgica y sea a € A. Diremos que
a es “abierto pseudoregular” si (a%)°* = a. Notaremos Preg(A) al
conjunto de abiertos pseudoregulares de A.

Preg(A) = {a€ AJa= (3%)"'}.

Lemma
Sea A un Algebra de Boole Bitopoldgica. Cuaquiera sea a € A,
(2%)* es abierto pseudoregular.

Theorem

Sea A un Algebra de Boole Bitopoldgica. Preg(A) con el orden
heredado de A, resulta un A/Igebra de Heyting. Los elementos
distinguidos y las operaciones resultantes son: Opyeg(a) = 0,

lpreg(a)y =1, aVp b= (a\/b2> 1, aANpb=aAby
a—pb= <—|a v b2) ' Si ademds A es completa, Preg(A)
también lo es y valen (\/p);c, ai = (\/,-e, a;2) ' y

(Apdier i = (Nerai )



Lemma
Sea f : A1 — A un morfismo de Algebras bitopoldgicas y sea

a € Ay. Entonces f ((3%)™) = (W2>01.

Remark
Si f: A1 — Az es un morfismo de Algebras bitopoldgicas y
a € Preg(A1), entonces f(a) € Preg(Az).

Lemma
Sif: Ay — Ay es un morfismo de Algebras bitopoldgicas entonces

Preg(f) : Preg(A1) — Preg(Az)
a—f(a)

es un morfismo de A/gebras de Heyting.

Lemma )
Sean f : Ay — Ay y g : Ao — A3 morfismos de Algebras
bitopoldgicas. Entonces Preg(g o f) = Preg(g) o Preg(f).



Como consecuencia de los lemas anteriores, tenemos

Theorem
Sean ABBT y HEYT las categorias de /(/gebras de Boole
Bitopoldgicas y de Heyting con sus respectivos morfismos.
Entonces

Preg : ABBT — HEYT
A — Preg(A)
f — Preg(f)

es un funtor de categorias.



Una familia importante de ejemplos

Remark

Sean T; y T, dos topologias sobre un conjunto A tales que

T1 CTs.

Para i = 1,2, sean o; los operadores de interior sobreP(A) que
determinan las topologias T; Entonces (P(A); 01;02), resulta un
Algebra de Boole Bitopoldgica distinguida, donde 0 = (); 1 = A;
—a=a% agANa=aiNaxyaVa,=a;Uap. Para simplificar, a
veces la notaremos (A; Ty; T) El conjunto de abiertos
pseudoregulares PReg(A) es un Algebra de Heyting y como el
conjunto de abiertos es cerrado por uniones arbitrarias, resulta un
Algebra de Heyting completa.



Definition

Dadas un Algebra de Heyting H y a € H notamos

X (H) = {F/F es filtro primo de H} y

o(a)={FeX(H)/ac F}

Sobre X (H), consideremos las siguientes 2 topologias:

Ts, que tiene como base a los conjuntos {0 (a)}.cH, “la topologia
de Stone” y

Tp, que tiene como base a los conjuntos {o (a) N o€ (b)}a beH,

“la topologia de Priestley"”.

Definition

Dada un Algebra de Heyting H notamos PReg,, (X (H)), al
Algebra de Heyting de los abiertos pseudoregulares dadas por las
topologias Ts y Tp sobre el conjunto X (H).

Definition
Sea H Algebra de Heyting y sea D C H. Decimos que D es denso
en H, si S subdlgebra de Hy D C S implica que S = H.



Definition

Sea H un Algebra de Heyting y sea S subalgebra of H. Entonces S
es \/ —densa en H (respectivamente A\ —densa in H), si cada
elemento de H es supremo de elementos de S (respectivamente, si
cada elemento de H es infimo de elementos de S), es decir, si dado
h € H, existe una familia {s;};c; de elementos de S tales que

h = \/c,si (respectivamente h = /., s;).

Definition
Una inmersién de Algebras de Heyting, es un monomorfismo de
Algebras de Heyting.

Definition

Una inmersién de Algebras de Heyting j : Hi — H> es regular, si
dada una familia {aj};c; C H; se verifican las siguientes dos
condiciones:

[) Si existe a =\/
J(3) = Ve (@),
I) Si existe a = A\;c; ai € Hi1, entonces existe A\, ,j(ai) € Ha y
vale j(a) = Aje;J(ai).

ic; @i € Hi, entonces existe \/;, j(ai) € H2 y vale



Definition

Una inmersién de Algebras de Heyting j : H — H, es \/ —densa
(respectivamente A —dense), si Im(j) es subalgebra \/ —densa
()\ —dense) de H,.

Theorem

Dada un Algebra de Heyting H, os.p : H — PReg,, (X (H)),
osp(a) ={o(a)} ={F € X(H) /a € F} es una inmersion regular,
\/ —densa y \ —densa en un Algebra de Heyting completa.

Definition

Dados un conjunto parcialmente ordenado (H; C) y A C H, sean
AY = {x € H: (Va € A),x > a}conjunto de cotas superiores de A,
Al = {x € H: (Va € A), x < a}conjunto de cotas inferiores de Ay
DM(H) = {AC H: A= A"}



Theorem

Dados un conjunto parcialmente ordenado (H; C) se verifica

1) (DM(H); C) es un reticulado completo

1) Si (H; <) es un A/gebra de Heyting, (DM(H); C) también lo es
I1) Si (H; C) es un Algebra de Boole, (DM(H); C) también lo es
IV) Si (H; C) es un Algebra de Heyting, ¢ : H — DM(H)},

w(z) =z ] ={x € H:x <z} es una inmersion regular y

\/ —densa de dlgebras de Heyting

Sea H un Algebra de Heyting. Es conocido que, salvo isomorfismos,
la completacién de Dedekind-MacNeille de H; notada DM(H), es
la dnica que es regular, \/ —densa and A —densa. Como corolario
del Teorema anterior obtenemos el siguiente resultado:

Theorem
Sea H un Algebra de Heyting. Entonces PRegsp (X (H)) es
isomorfo a DM(H).



Definition
Un Hemimorfismo entre las Algebras de Boole Ay B, es una
funcién h: A — B que verifica las siguientes dos condiciones:

» h(0)=0
» h(a1 Vax) = h(a1) V h(ax) Var y ap € A.
Ejemplos: Los operadores de clausura y los cuantificadores

existenciales sobre un Algebra de Boole, son hemimorfismos de una
Algebra de Boole en si misma.

Definition
Un Espacio de Stone, es un espacio topoldgico compacto,
Hausdorff y totalmente disconexo.



Definition

Sean Z e Y Espacios de Stone. ¢ C Y x Z es una Relacién
Booleana, si verifica las siguientes dos condiciones:

) (Vy € Y), ¢ ({y}) es un conjunto cerrado en Z.

(VA € clopen(Z)), ¢ 1(A) € clopen(Y).

Remark

Sean Ay B Algebras de Boole y sean Z = X (A) e Y = X (B) sus
respectivos conjuntos de filtros primos. Si h: A — B es un
hemimorfismo,

Nacal(QP) € (X(B) x X(A): (2 ¢ P o h(a) € Q)}y
{(Q:P) € (X(B) x X(A)) : (Va € A)xp(a) < xq(h(a))} es el
mismo conjunto y lo notamos h*.

Theorem )
Sea h: A — B un hemimorfismo entre Agebras de Boole. Entonces
(Q;P) e h* <= PC h{(Q) < h(P) C Q.



Definition
Si h: A — B es un hemimorfismo, decimos que h* es la relacién
adjunta de h.

Theorem
Sih: A— B es un hemimorfismo entre Agebras de Boole, su
relacion adjunta h* C (X(B) x X(A)) es booleana.

Definition
Sea ¢ C Y x Z una Relacién Booleana entre espacios de Stone.
Defino

*¢ : Clopen(Z) — Clopen(Y')
A= o H(A)

Theorem
* es un hemimorfismo entre Agebras de Boole



Theorem

Sean A un A/gebra de Boole Topoldgica y ~ su operador de
clausura. Sean ™ la relacion booleana correspondiente al
hemimorfismo = y * (—*) el hemimorfismo correspondiente a dicha

relacion. Entonces * (—*) es un operador de clausura en
Clopen (X (A)).

Corollary

Sea A un Algebra de Boole Topoldgica. Si a Clopen(X(A)) le
incorporamos el operador de clausura * (—*),

o : A — Clopen(X(A))
a—o(a)

es un isomorfismo de Algebras topoldgicas.



Definition
Sea h: A — A un hemimorfismo entre Algebras de Boole.
Entonces:

» h es mondtonamente creciente, si (Va € A) a < h(a).
» h es derivativo, si (Va € A), h(h(a)) < h(a).

Remark
Un hemimorfismo h entre Algebras de Boole es un operador de
clausura si y sélo si es monétonamente creciente y derivativo.

Theorem
Sea h: A — A un hemimorfismo entre Algebras de Boole.
Entonces:

1. h es monétonamente creciente, si y sélo si h* es reflexiva.

2. h es derivativo, si y sélo si h* es transitiva.



Definition

Sean f : (A,71) — (B,™2) un morfismo de Algebras Topoldgicas,
donde ! y 72 son los operadores de clausura, correspondientes y
g :(Z;Rz) — (Y; Ry) una funcién continua entre Espacios de
Stone, donde Rz es una relacién booleana, reflexiva y transitiva en
Z y andlogamente Ry en Y. Entonces notaremos

>

f*: X(B) = X(A)
P— fY(P)

Se verifica que f* es una funcién continua entre los Espacios
de Stone asociados a B y A.

*g : Clopen(Y) — Clopen(Z)
A— g l(A)

Es facil ver que *g es un morfismo booleano.



Definition

Llamaremos STONT a la categoria cuyos objetos son pares
(Z,Rz), donde Z es un Espacio Topolégico de Stone, Rz es una
relaciéon Booleana, transitiva y reflexiva y cuyas flechas g: Z — Y
son funciones continuas compatibles con dicha relacién (o sea
(z1;,22) € Rz = (g(21) ;g (2)) € Rz), que verifican la siguiente
condicién adicional: si g : (Z; Rz) — (Y; Ry) es una funcién entre
objetos de Stont y (g (z1);y2) € Ry, entonces existe z, € Z tal
que (z1;2) ERz y g(z2) = y2 .

Lemma
Sean Z un Espacio de Stone y ¢ C Z x Z una relacién Booleana,

Reflexiva y Transitiva. Entonces " es un operador de clausura en
Clopen(Z).

Corollary

Sig:(Z;Rz) — (Y:Ry) es una flecha de STONT, entonces
G(g) =g ' :(CLOPEN(Y); *Ry) — (CLOPEN (Z); *Rz) es
una flecha de ABT, donde ABT es la categoria de A//gebras de
Boole Topoldgicas y sus morfismos.



Definition

Definimos el funtor contravariante G : STONT — ABT, de la
siguiente manera: Si (Z; Rz) es un objeto de STONT,

G ((Z;Rz)) = (CLOPEN (Z); *Rz).Sig:(Z;Rz) = (Y;Ry) es
una flecha de STONT, entonces definimos

G(g) =g ' :(CLOPEN(Y); *Ry) — (CLOPEN (Z); *Rz).

Theorem

Sea f : (A1) — (B,™2) un morfismo de Algebras Topoldgicas,
donde ~1 y T2 son los operadores de clausura correspondientes y
sean X(A) y X(B) sus espacios de filtros primos con la topologia
de Stone. Entonces F(f) = f~1: (X (B);(72)") = (X (A); ("1)")
es una flecha en la categoria STONT.



Definition

Definimos el funtor contravariante F : ABT — STONT de la
siguiente manera: Si (A,” ) es un &lgebra topoldgica,
F(A7)=(X(A);(7)"). Sif: (A7) — (B,72) es un morfismo
de Algebras Topoldgicas, donde ~! y 72 son los operadores de
clausura correspondientes,

F(F)y=F"1:(X(B);(72)") = (X(A): ("1)").

Theorem

Los funtores contravariantes F : ABT — STONT y

G : STONT — ABT, definen una equivalencia categdrica entre
ABT y STONT.



Definition

Llamaremos STONTB a la categoria cuyos objetos son triples

(Z; RL; R2), donde Z es un Espacio Topolégico de Stone y R’ son
relaciones Booleanas, transitivas y reflexivas si i = 1,2 tales que
RL O RZ. Sus flechas g : Z — Y son funciones continuas
compatibles con dichas relaciones (o sea

(z1;22) € Ry, = (g (21) ;g (z2)) € Ri), que verifican la siguiente
condicién adicional: si g : (Z; R}; R%) = (Y; R,l,; R%,) es una
funcién entre objetos de STONTB y (g (z1);y2) € Rl,, entonces
existe zp € Z tal que (z1; z) € Ré yg(z)=y .



Definition

Definimos los funtores 5 : ABBT — STONTB y

GB . STONTB — ABBT de la siguiente manera: Si (A,71,72) es

un Algebra de Boole Bitopolégica,

FEUATL2) = (X(A): ()5 (7)) si

f:(A71,72) = (B,71,72) es un morfismo de Algebras

Bitopoldgicas,

FE(F) = f1(X(B): ()5 (7)) = (X(A): ()5 (72)").

Reciprocamente, si (Z; R; R2) es un objeto de STONTB,

definimos GB(Z; RY; R2) = (CLOPEN (Z); *R%; *R2).Y si
g:(Z,R:R2) — (Y RY; R%) es una flecha entre objetos de

STONTB, GB(g) =g : (CLOPEN(Y); *Ry; *R%) —

(CLOPEN(Z); *R%; *R2).

Remark
Los funtores FB y GB, determinan una equivalencia categérica
entre STONTB y ABBT.
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