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Introduction

En este trabajo investigamos la variedad £2 constituida por las
dlgebras de tukasiewicz m—generalizadas de orden n considerando
m = 2. Es decir, las L2—4lgebras en las cuales f*z = 2. En primer
lugar, mostraremos propiedades de los dtomos que serdn de gran
utilidad para describir detalladamente a las algebras simples de £2.
M4s precisamente, hallamos el nimero de L2—4lgebras simples y su
cardinal.
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Definicion

Un dlgebra de tukasiewicz n—valuada (o L,—dlgebra), n entero,
n > 2, es un dlgebra (L, \,V,~,{si}ieq1,..n-1},0,1) de tipo
(2,2,1,{1}ieq1,....n—1},0,0) donde el reducto (L,A,V,~,0,1) es
un dlgebra de De Morgan y {s;}ic(1,.. .n—1} €S una familia de
operadores unarios sobre L que satisfacen las siguientes
condiciones:
L1) si(x Vy) =sizV sy,

) sixV ~ sk =1,

) si(sj(@)) = s;(=),
L4) si(~x) =r~ sp_ix,

) s1x < s9x < ... < Spax,

)

si s;x = s;y para todoi, 1 <i<n—1, entonces x =y.
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En toda L,—algebra valen las siguientes propiedades:

(L7) si(z Ay) = siz A siy,
(L8) sjzA ~ sjx =0,
(L9) x <y si, ysélosi, s;x < s;y, paratodoi, 1 <i<n—1.

R. Cignoli demostré que las algebras de tukasiewicz n—valuadas se
pueden caracterizar mediante (L3), (L4), (L5), (L7), (L8) y (L9).
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Ademds, se verifican las siguientes propiedades:

(L10) z < sp_iz,

(L11) s1z <z,

(L12) s;1 =1y s;0=0 paratodoi, 1 <i<n-—1,
(L13) ~x V sp_ixz =1,

(L14) A ~ sz Asiyiz <y, 1 <i<n-—1.

Luego el mismo autor obtuvo, a partir de (L1), (L2), (L3), (L4),
(L5), (L10) y (L14), una caracterizacién ecuacional de las
algebras de tukasiewicz n—valuadas.
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Es bien sabido que un ejemplo importante de estas dlgebras es la
cadena de n fracciones racionales C,, = {ﬁ :0<j<n-—1} con
la estructura natural de reticulos y las operaciones unarias ~ vy s;,
definidas por las prescripciones siguientes:

°N(ﬁ)_1_71 y
0 5i(-15)=0sii+j<n o s(-L;) =1 en otro caso.

La importancia del mismo es consecuencia de la siguiente
afirmacion:
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Teorema

Sea A una L,—dlgebra no trivial. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) A es subdirectamente irreducible,

(i) A es simple,

(iii) A es isomorfa a una subalgebra de C,,.
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Como la dlgebras de tukasiewicz de orden n tienen un reducto que
es un algebra De Morgan, T. Almada y J. Vaz de Carvalho las
generalizaron considerando dlgebras del mismo tipo que tienen un
reducto en K, 9. Entonces, introdujeron la variedad L))" de la
algebras de tukasiewicz m—generalizadas de orden n que se definen
de la siguiente manera:

Definicion

Un &lgebra de tukasiewicz m—generalizada de orden n (o
L"-algebra) es un adlgebra (A,V, A, f,D1,...,D,_1,0,1) de tipo
(2,2,1,...,1,0,0) tal que se verifican las siguientes condiciones:
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(GLy) (L,V,A, f,0,1) es un reticulo distributivo acotado, f es un
endomorfismo dual tal que f?™z =, (es decir,
(L,V, A, f,0,1) € Kin0),

(GLy) Di(x AV fPy) = Diz AD; Vg fPy, 1<i<n—1,

(GL:),) Dix/\Dja;:Djx, 1<i<3<n—1,

(GL4) Dﬂ}\/fDZ'{B: 1, 1<i:<n-—1,

(GLs) Dif Voo fPx = fDp_i \py fPz, 1<i<n—1,

(GL(;) DiDjl‘ = Dj.%‘, 1 < i,j <n-— 1,

(GL7) zV Dix = Dz,

(GLs) Diz = D; \/10g' f?a, 1<i<n-1,

(GLg) (zAfz)VyV fy=yV fy,

(GL1o) Vo' £ < V' f2Pyv D Nsgt f2PyV Doy V! f2Pa,
1< <n—2.
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Proposicion

Sea L € L' . Entonces se verifican las siguientes propiedades:
m g

(GLy1) S(L) ={x € L: f%x =z} es uns sub-3lgebra de L y es la
mayor sub-adlgebra de L que pertenece a la variedad de las
m—1
L, —dlgebra. Teniendo en cuenta® = \/ f? x, tenemos que
p=0
S(L)y={z€L:z ==z}
(GLlQ)
) x <y implica D;x < Dy, 1 <i<mn-—1,
) DjfDix = fDiz, 1 <i,j <n-—1,
(iii) fD;x es el complemento Booleano de D;x, 1 <i<mn—1,
)
)

D,z < D;y si, ysélosi, fD;xV D;y=1,1<i<n-—1,
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(vi) z A fD1x =0,

(vii) (fD;x A fDyy)V (DjxzAD;y) = (DizV fDiy) N(DyyV fD;x),
1<i1<n-—1,

(viii) z € S(L) implies that D;(z A 2) = Dijz A Dz, 1 <i<n—1.

(GLy3) Sea z € Ly 1< s<m, considerando los elementos
gsz= NV f¥z donde T ={0,1,...,m —1}.

Jcr jeJ
| J|=s
Entonces:
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(i) f?qsz =gqsz, 1 <s<m,
(ii) gsz < gs+12, 1 <s<m—1,
m—1 m—1
(i) gz= A fPzy V 2= gnz
p=0 p=0
(iv) z € S(L) implica gsz =2, 1 <s <m,
(v) < zimplica gsz < gsz, 1 <s<m,xz €L,
(vi) z,y € L gs(x ANy) = qs(x Vy) paratodo s, 1 <s<m
implica z = y.
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Por otra parte, con el propdsito de obtener una caracterizacién de
las congruencias a partir de sistemas deductivos, introducimos una
operacién binaria — sobre las L)"'—algebras, llamada implicacién
débil, como sigue: © — y = Difz Vy.
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Al conjunto de los sistemas deductivos de L lo notaremos con
D(L).

A continuacién indicaremos algunos resultados vélidos en toda
L7"—4lgebra y necesarios para el desarrollo posterior.

(T1) Sea L € L], entonces se verifican:
e Con(L) ={R(F): F € D(L)} donde R(F) = {(z,y) € L*:
existe w € F tal que D,_jw — fzr = Dy_1w — fy},
o el reticulo Con(A) y D(A) son isomorfismos, consirando las

aplicaciones 6 — [1]p y F' —— R(F') son una inversa de la
otra.
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(T2) Sea L € L. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

@ L es subdirectamente irreducible,

@ S(L) es una subdlgebra de C),,

@ L es simple.

Si L es subdirectlamente irreducible, entonces L is finita.
L™ es semisimple y localmente finita.

L7 es discriminadora.

Sea L una L*-dlgebra finitay a € L, a # 0. Entonces
H = [a) es un sistema deductivo maximal si, y sélo si a € es
un dtomo de B(S(L)).
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Definicion

Una L2 -algebra es un algebra (L,V,A, f,D1,...,D,_1,0,1) de
tipo (2,2,1,...,1,0,0) tal que

(GL1) (L,V,A, f,0,1) € Kap

(GLy) Di(x A(yV f?y)) =Diz ADjy, 1<i<n-—1

(GL3) Dix ANDjx =Dz, 1<i<j<n-1,

(GLy) DizV fDix=1,1<i<n-—1,

(GLs) Dif(zV f*z) = fDp—jz, 1 <i<n—1,

(GLg) DiDjz =Dz, 1<i,j<n—1,

(GL7) xV Dix = Dz,

(GLg) Dyx = Di(xV f2x), 1 <i<n-—1,

(GLg) (x A fx)VyV fy=yV fy,

GLy) (zV f2x) < (yV f2)V fDiyV D12, 1<i<n—2.
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En el ejemplo que damos a continuacién exibimos la L2-4lgebra
mds simple para ilustrar que estas algebras no coinciden con las
L,-algebras.

Consideremos la siguiente L3-algebra:
1
z | Dix | Dyx
0 0 0
fPa fa a 1 0
c fPa| 1 0
5 c 1 0
“ fa fa | 1 1
fPa| 1 1
0 1 1 1
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Observemos que los operadores D; no son A—homomorfismos, ya
que Di(a A f?a) = D10 =0 # 1 = Dya A D fa.

A continuacién mostraremos algunas propiedades de los dtomos en
las L2-4lgebras, que serarn de gran utilidad para describir las
dlgebras simples de esta variedad.

Definicion

Sea L € L'y x € L. Diremos que x es un dtomo de L si para
todoy € L tal que 0 <y <z implica quey =00y = .

Al conjunto de los dtomos de L lo notaremos con At(L).

Proposicion

Sea L € L2. Six es dtomo de L, entonces f*z € At(L).
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Mas generalmente.

Corolario

Sea L € L. Six es d4tomo de L, entonces f?Px € At(L),
0<p<m-—1.

Consideremos la L%—a’lgebra L cuyo diagrama de Hasse es el
indicado en la figura y donde las operaciones f y D;, 1 < i <2,
estan definidas en la siguiente tabla:
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v |0falblecldlelg|h|ilj|k|m]|n]|]1
fr |1|\n|m|k|i|j|h|lgle|d|c|]a]|b|O
Dizx|0|g|lglglglglg|h|1]1]1|1]1]1
Dyx |00 0 |0|glglg|h|h|hR|h]1]1]1

Observemos que At(L) = {a,b,h} y ademds h = f?h.
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Proposicion

Sea L una L2—-dlgebra simple. Entonces se verifican las siguientes
propiedades:

(i) si existe z € At(L)\ S(L), entonces | At(L) |= 2,

(ii) si existe v € At(L) N S(L), entonces | At(L) |= 1.

Proposicion

Sea L una L2 —dlgebra simple y a,b € L tales que
[a,b] N S(L) = {a,b}. Entonces se verifican las siguientes

propiedades:

(R1) la,b]] =2 o|[a,b]| = 4,

(R2) |la,b]| = 2 si, y sdlo si, |[fb, fa]| = 2,
(R3) |la,b]| = 4 si, y sdlo si, |[fb, fa]| = 4.
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Luego, los resultados anteriores nos permitieron determinar el
cardinal de las L2—4lgebras simples del siguiente modo:

Teorema

Sea L una L2-dlgebra simple. Entonces

@ sin impar para cada j, 2 <j <mn, = j + 4t donde
0<t< izt 15/] es:mpar00<t<J 2 i j es par,

= 2j + 4t donde

@ sin es par paracadaj, 1 <j<n/2,
0<t<j—1.
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A continuacién,nos ocuparemos de calcular el nimero de dlgebras
simples no isomorfas de esta variedad. Los resultados anteriores
nos permitieron hallar el diagrama de Hasse de ellas, el cual se
obtiene a partir de las subdlgebras de C), y la distribucién de un
ndmero par de rombos.
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Las L2—dlgebras simples no isomorfas pueden clasificarse en los
siguientes tipos:

| : las subdlgebras de C,,
Il : las subdlgebras de C,, con cardinalidad impar que tengan un
nidmero par de rombos que verifican R2 y R3,

Il : las subdlgebras de C,, con cardinalidad par que tengan un
nimero par de rombos que verifican R2 y R3.
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Entonces se verifica que

@ para n impar,

TipoI| = 2"7,
! i
\Tz'pom:Z(( . )Z())
j=1 J= t=1
n—3 .
T III]—E (n—3)/2 z]: J
po = : . " )
=it J t=1
@ para n par,
|TipoI| = 2"%", |Tipo IT| =0,
n—2 .
2 J .
. (n— 2)/2> <]>
Tipolll| = < ) .
i =3 (")
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Por lo tanto obtenemos:

Teorema

En L2 el nimero de 3lgebras simples no isomorfas es:

- e ()5 0)
ag (( /2):21@)' i es impar,

J=1

z (" —j2>/2>§(g>>,s,m

Carlos Gallardo, Alicia Ziliani L%—algebras



Seccién |11

Las L2-4lgebras simples no isomorfas son las siguientes:

X

0
a
fra
c
fc
fla
fa
1

r—tHr—l»—t»—\}—tHop
8

.—l»—ll—l»—lOOOOmu
8
.—l»—ti—lOOOOOw@
8

1 1 1
[ fes  [fla fa
0
C
Ay c /
C
o f*a
Az
0
A3
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Las L%—élgebras simples no isomorfas son las siguientes:

1 1 1 1
X Dll‘ ng Dgl’ D4I
0 0 0 0 0 {
a | 1 0 0 0 ce fav  fa
¢ |1 110 | o 0
fa| 1 | 1 | 1 ] o | 4 a .
1] 1 1 1 1 0
0
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1 z | Dix | Dyx
5 0 0 0
fra fa a 1 0
c f2a 1 0
a f2 c 1 0
a fa | 1 1
fPal 1 1
0 1 1 1
As
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1

f3b fb

f3b fb be fb
fe s

fe fe i fa a fa
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z |0|b| /% |cla|ffald|fPa|falfe| /] fb|1]
Dw|O0[1] T |11 T [1] 1 [T [1] 1 |1][1
Doz |00 O o 1| 1 [1| 1 |1 ]1]1|1]1
Dz |00 0 |olol 0o o 1 [1]1]1|1]1
Dy |00 0 |00l 0 0|0 ]o0]0]|1]1]1
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