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LOS MOVIMIENTOS DE MOEBIUS DE LA CIRCUNFERENCIA

El grupo de Lie de los movimientos de Moebius de la circunferencia .# es
isométrico al producto riemanniano S' x A cuando la métrica elegida en la
circunferencia S' es la usual, y la métrica en el disco

A={z€C:0<|z] <1}, en coordenadas polares, es la siguiente:
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El grupo de Lie de los movimientos de Moebius de la circunferencia .# es
isométrico al producto riemanniano S' x A cuando la métrica elegida en la
circunferencia S' es la usual, y la métrica en el disco

A={z€C:0<|z] <1}, en coordenadas polares, es la siguiente:

e 2(dr* 4 r*d6?)
s = "
1—r2
2, 2rr
= l—r2dr+ 0 drd9+1_r2d0
S—— F S~
E G
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LOS MOVIMIENTOS DE MOEBIUS DE LA CIRCUNFERENCIA

El grupo de Lie de los movimientos de Moebius de la circunferencia .# es

isométrico al producto riemanniano S' x A cuando la métrica elegida en la
circunferencia S' es la usual, y la métrica en el disco
A={z€C:0< |z < 1}, en coordenadas polares, es la siguiente:

e 2(dr* 4 r*d6?)
s = "
1—r2
2, 2rr
= l_rzdr-i- 0 drd9+1_r2d0
S—— F S~
E G

Como la variedad es un producto riemanniano, el espacio tangente en un

punto de la variedad se descompone como sigue:

(p1p2) € M =Ty po) :TmSl X Tp,A
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En tanto estamos considerando la métrica producto tenemos que:
i 1

<u7v>((;7/<‘pz) = <(u17u2)7 (V],V2)>(/Z[Lp2) = <M1,V1>§1 + <M2,V2>§2 5

Vu= (u1,u2),v = (vi,v2) € T,,S! x T, A.
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En tanto estamos considerando la métrica producto tenemos que:

Y Y i
<M;V)(l/{i‘pz) = ((ur,u2), (v1,v2)) (p pr) = <u17V1>§1 + <uz,v2>§2;

Vu= (u1,u2),v = (vi,v2) € T,,S! x T, A.

Asimismo, la conexién de Levi-Civita y la curvatura se descomponen en cada
factor riemanniano como sigue:

VY = VRYI+VLYVX.Y € 2 (M)
1
RX,Y)Z = R (X1,Y1)Zi+ R (X2,Y2)Z2:VX,Y,Z € X (M)
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En tanto estamos considerando la métrica producto tenemos que:
M M st A
<u7v>(pl‘p2) - <(u1,u2), (V] 7v2)>(p17p2) = <M1,V]>pl + <M2,V2>p2 ;

Vu= (u1,u2),v = (vi,v2) € T,,S! x T, A.

Asimismo, la conexién de Levi-Civita y la curvatura se descomponen en cada
factor riemanniano como sigue:

1
VY = VY +VyYuVX.Y € 2 (M)
1
RX,Y)Z = R (X1,Y1)Z +RA(X2,Y2)Zy:VX, Y, Z € X (M)
Los campos de Jacobi J (en tanto son campos vectoriales) también se

descomponen como J = (J1,J,) donde J; € 2°(S)) y J» € Z°(A).
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En [3] se probd que las geodésicas de .# son (via la isometria .#) de la forma
Y= (7,7,) donde y; parametriza la circunferencia con rapidez constante y 7,
es una geodésica en el disco A ,
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En [3] se probd que las geodésicas de .# son (via la isometria .#) de la forma
Y= (7,7,) donde y; parametriza la circunferencia con rapidez constante y 7,
es una geodésica en el disco A ,

de tipo 1, aquellas cuya trayectoria coincide con la imagen de

ci(r)=(r,680);r € (0,1)
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En [3] se probd que las geodésicas de .# son (via la isometria .#) de la forma
Y= (7,7,) donde y; parametriza la circunferencia con rapidez constante y 7,
es una geodésica en el disco A ,

de tipo 1, aquellas cuya trayectoria coincide con la imagen de
c1(r)=(r,6);r€ (0,1)
o bien, de tipo 11, aquellas cuya trayectoria coincide con la imagen de
2(0) = (p(6),0)
donde p satisface la ecuacion diferencial

N2 __ :u"_pz
(®) (1-p2)p?

para alguna constante > —1.
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CAMPOS DE JACOBI A LO LARGO DE S!

2
SeaS!=<{(1",P)eR?: ¥ ()? = 1}. Consideramos la topologfa inducida por R?,
i=1
de donde resulta Hausdorff y N,.
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CAMPOS DE JACOBI A LO LARGO DE S!

2
SeaS! = {(t17t2) eER?: Y (H)* = 1}. Consideramos la topologfa inducida por R?,
=1

=
de donde resulta Hausdorff y N,.

Definimos las cartas:

@o1:U = (—1,)CR /(1,12 =1, :
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03: U3 — (—1,1) CR/(t",2) = 2,04 : Uy — (—1,1) CR/(¢1,2) — £

(1,t%) 9,
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03:Us = (—1,1) CR/(t4,12) = 2,04 : Uy — (—1,1) CR /(¢',1?) — 1

(1) 0

Tomamos la estructura diferenciable dada por el atlas maximal generado por
{(Uj, ;) :j=1.,4} y como estructura de variedad riemanniana la dada por la
métrica inducida.
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Sea x la funcién coordenada dada por ¢; y la base de 7, U;.

ap
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Sea x la funcién coordenada dada por ¢; y 83
X
P

{3 3o (3] (31)

donde i : S' — R? es la inclusién canénica y p = (t(l),t%) € U;.

la base de T, U;.

d

2
» ox

di ( J ’ ) o t(l) enU; y U

p| 52 =37 ) 1 2

! ax p atl l(p) t(z) atz l(p)

di (8 ) % J + J enUsy U
| 52 =—71 31 =yl 3y Uy
"\ ox p t(l) or! i(p) o i(p)
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Sea x la funcién coordenada dada por ¢; y 83
X
P

{3 3o (3] (31)

donde i : S' — R? es la inclusién canénica y p = (t(l),t%) € U;.

la base de T, U;.

d

2
» ox

di ( J ’ ) o t(l) enU; y U
| 5= = =7 - = 35 1 2
] ax p atl l(p) t(z] atz l(p)
P 2 9
di, | — =9 = + == enUsy Uy
’ <8x I’) o 9 lipy - 97 1igp)

El coeficiente que nos da la métrica inducida es:

g =5enUyU,

1—x2

gn=-senUsyUs

Natali R. Vansteenkiste (U.N.R.) XIV Congreso Dr. A. Monteiro 7124



El simbolo de Christoffel sera:
Fh = % {%811}8” = (I,XTZ) para Uy y U,

Fh = —% para Uz y Uy
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El simbolo de Christoffel sera:

Fh = % {%811}8” = (I,XTZ) para Uy y U,
Fh = —% paraUszy Uy

El coeficiente de su tensor de curvatura:

1 7117l 1 11 J 11 11 Il 7l _
Rlll - 1—‘111—‘11 _Fllrll + ﬁrllrll - ﬁrllrll =0
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El simbolo de Christoftel sera:

I =3 {%811}8” = o ParaUry Us

F“ = —% paraUszy Uy

El coeficiente de su tensor de curvatura:

Ry =THIN —TL I + 50T - ST =0

y el de su conexion:

V%a =I5 = (lfo)% para Uy y Uy

% :F}I% =—-= paralUszy Uy

xax

\%

9
Jdx
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Si y es una geodésica en U; C S!, y J un campo de Jacobi a lo largo de 7y serd

d

— ,J(x) =b(x)Y (x).
| 0 =

Y (x),J(x) € Ty Uj con ¥ (x) = a(x)
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Si y es una geodésica en U; C S!, y J un campo de Jacobi a lo largo de 7y serd

Y (x),J(x) € Ty(x)Uj con Y (x) = a(x) ;x ( ),J(x) = b(x)Y (x).
y(x

Luego

RY(W.J0) Y 0) = (bRl 5- =0
y(x

=0
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Si y es una geodésica en U; C S!, y J un campo de Jacobi a lo largo de 7y serd

Y (x),J(x) € Ty(x)Uj con Y (x) = a(x) ;x ( ),J(x) = b(x)Y (x).
y(x

Luego

RY(W.J0) Y 0) = (bRl 5- =0
y(x

=0

La ecuacién de Jacobi queda entonces:
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Si y es una geodésica en U; C S!, y J un campo de Jacobi a lo largo de 7y serd

Y (x),J(x) € Ty(x)Uj con Y (x) = a(x) ;x ( ),J(x) = b(x)Y (x).
y(x

Luego

RY(W.J0) Y 0) = (bRl 5- =0
y(x

=0

La ecuacién de Jacobi queda entonces:

F0 R @.I0) Y@ = 0
V(@Y = 0

Tomando las condiciones iniciales J(0) = 0,J'(0) = 1 resulta J(x) = x¥/(x)
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CAMPOS DE JACOBI EN A

Consideramos en A las coordenadas dadas por la carta:
:U=A—ACR?/(r,0) = ¢(r,0) = (r,0)
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CAMPOS DE JACOBI EN A

Consideramos en A las coordenadas dadas por la carta:
:U=A—ACR?/(r,0) = ¢(r,0) = (r,0)
Veamos cudles son los simbolos de Christoffel en A: Como

(gij) < E-F > ﬁ 0 resulta
. ) = g 2 s
y F G 0 2r 5

1—r
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CAMPOS DE JACOBI EN A

Consideramos en A las coordenadas dadas por la carta:
:U=A—ACR?/(r,0) = ¢(r,0) = (r,0)
Veamos cudles son los simbolos de Christoffel en A: Como

(8ij) < L > T 0 resulta
) = = ) s
"=\rF e 0o =

I%

r
I, =

1 1—r2
F%l = 1—%221—‘{2:1—%1 =0

1

I, = I3 =—

12 21 }’(1 —}"2)

—r

Iy, =

22 1—1r2
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Sea p, € A. Los coeficientes del tensor métrico R* en la base

d

Jd .
, %‘ } de T),A son:
P2 P2
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Sea p, € A. Los coeficientes del tensor métrico R* en la base

d
%? - { or

9 ‘ } de T),A son:

P27 9 P2
1 2 1 2 1 2 1
Ri;; = Rin=Rin=Rin=Ri =Rin=Ry,
2 1 2 1 2
= Ry;p =Ry =Ry = Rypy =R =0
1?2 _ -2 1?1 . 2r2
121 (1—r2)2 122 (- r2)2
2 = NG E) 212 e
: (1—r22" 2% (1= )
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Sea p, € A. Los coeficientes del tensor métrico R* en la base

d

9 ‘ } de T),A son:

P27 9 P2
1 2 1 2 1 2 1
Ri;; = Rin=Rin=Rin=Ri =Rin=Ry,
2 1 2 1 2

= Ry;p =Ry =Ry = Rypy =R =0

121 (1—r2)2 122 (- r2)2

2 = NG E) 212 e

: (1—r22" 2% (1= )

-1

La curvatura seccional en p, = (r,0) es: K(r,0) = =
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Sea p, € A. Los coeficientes del tensor métrico R* en la base

d
%? - { or

Jd .
. %‘ } de T),A son:

P2
R{ll = R%ll :R{IZZR%IZZR{ZI :R%22:R;11
= R%lz = R%Zl = R%Zl = Rézz = R%zz =0
Riy = 2 R, o
(1=r2)2 712 (22
Ry, = %a Ry, = irzz
(1-12) (1-r2)

La curvatura seccional en p, = (r,0) es: K(r,0) = ]:12

Resulta variable, negativa e independiente de 6.
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CAMPOS DE JACOBI EN A A LO LARGO DE GEODESICAS DE TIPO I

Buscamos los campos de Jacobi no triviales (normales).
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CAMPOS DE JACOBI EN A A LO LARGO DE GEODESICAS DE TIPO I

Buscamos los campos de Jacobi no triviales (normales).
Reparametrizando la geodésica ¢ por longitud de arco
c1:(0,1) — A
r — c1(r)=(r,6)

obtenemos
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CAMPOS DE JACOBI EN A A LO LARGO DE GEODESICAS DE TIPO I

Buscamos los campos de Jacobi no triviales (normales).

Reparametrizando la geodésica ¢ por longitud de arco

c1:(0,1) — A
r — c1(r)=(r,6)
obtenemos
i) =antrs) = (sin (25 ) o)
Asf:

2
0<r<1:>0<s<\2f717
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Sea [a,b] = [O+8, 471’— €| para ciertos €,& > 0, y sea ¥(s) = ¢1(s)][, -
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Sea [a,b] = [O+£ *[717 €| para ciertos €,& > 0, y sea ¥(s) = ¢1(s)][, -

Llamemos py = y(a) € A. Sea J,(s) un campo de Jacobi normal a lo largo de
=1

¥(s) con [[J3(a)|
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Sea [a,b] = [O+£ *[717 €| para ciertos €,& > 0, y sea ¥(s) = ¢1(s)][, -

Llamemos py = y(a) € A. Sea J,(s) un campo de Jacobi normal a lo largo de
=1

¥(s) con [[J3(a)|

#(a) = {e1(a) = ¥(@)],,32(a) = J5(@)l,, } bon de Tp,A.
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Sea [a,b] = [O+£ *[717 €| para ciertos €,& > 0, y sea ¥(s) = ¢1(s)][, -

Llamemos py = y(a) € A. Sea J,(s) un campo de Jacobi normal a lo largo de
=1

¥(s) con [[J3(a)]
#(a) = {e1(a) = ¥(@)],,32(a) = J5(@)l,, } bon de Tp,A.

Tomando el transporte paralelo a largo de ¥ obtenemos bon
HB(s) ={ei(s);ea(s)} de Ty()A;Vs € [a,b].
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Sea [a,b] = [O+£ *[717 €| para ciertos €,& > 0, y sea ¥(s) = ¢1(s)][, -

Llamemos py = y(a) € A. Sea J,(s) un campo de Jacobi normal a lo largo de
=1

¥(s) con [[J3(a)]
#(a) = {e1(a) = ¥(@)],,32(a) = J5(@)l,, } bon de Tp,A.

Tomando el transporte paralelo a largo de ¥ obtenemos bon
HB(s) ={ei(s);ea(s)} de Ty()A;Vs € [a,b].

Resulta que J,(s) = u(s)ez(s) para alguna funcion u(s). Intentaremos
explicitar cudl es la funcién u = u(s).
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Sea [a,b] = [O+£ *[717 €| para ciertos €,& > 0, y sea ¥(s) = ¢1(s)][, -

Llamemos py = y(a) € A. Sea J,(s) un campo de Jacobi normal a lo largo de
¥(s) con ||[J3(a)|| =1

#(a) = {e1(a) = ¥(@)],,32(a) = J5(@)l,, } bon de Tp,A.

Tomando el transporte paralelo a largo de ¥ obtenemos bon
HB(s) ={ei(s);ea(s)} de Ty()A;Vs € [a,b].

Resulta que J,(s) = u(s)ez(s) para alguna funcion u(s). Intentaremos
explicitar cudl es la funcién u = u(s).

Como e; es paralelo a lo largo de 7, tenemos que:

Ja(s) = u(s)ea(s), Ja(s) =u'(s)ea(s), J5(s) =u"(s)ex(s)
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En la base A(s):

R(Y(s),72(s))7 (s)

Natali R. Vansteenkiste (U.N.R.)
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En la base A(s):

2
R(V(S%JQ(S))’)/(‘S) = Z <R(}/(S),Jz(S))')/(S),e,‘(S)>e,‘(S)

I
<
~—~
o2}
S—
=

—_
[S53
—_
—_
Q
—_
—
[}
S~—
-
<
—
[N
SN—
x
—_
[39)
—
o3
<\
[\e)
—
[N
~—

Noétese que a lo largo de ¥(s)

Natali R. Vansteenkiste (U.N.R.) XIV Congreso Dr. A. Monteiro

14/24



La ecuacién a resolver queda entonces

Ty (s) +R(Y (5),/2(s))Y (s) = 0

<u”(s)—sec2 (\%) u(s)) e = 0
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La ecuacién a resolver queda entonces

Ty (s)+R(Y (5),/2(s))V(s) = 0

<u”(s) — sec? (\%) u(s)) e = 0
u (s) — sec? <\%> u(s) = 0
Entonces, buscamos la solucién del PVI:

{ u"(s) — sec? <% u(s)=0
u(a) =0;u'(a) =1

Esta ecuacion es una ecuacidn diferencial de segundo orden, lineal, a
coeficientes variables, cuya solucion viene dada por
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1 1+3cos (?a)z +9sin (@a)z
120 cos? (?a) (
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1 1+3cos (?a)z +9sin (@
120 cos? (?a)

2
) (s—a)5+0((s—a)6)

1 1+3cos 2 24—9sin V2, ?
12 (0;4>(?a) (7). (s 0(5-a) | et
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Cuando graficamos |J(s)|* para s € [a, b]

309

20 4

NG

a=Y" (turquesa)

8
a=1(azul)
a= % (verde)
a=2(rojo)
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CAMPOS DE JACOBI EN A A LO LARGO DE GEODESICAS DE TIPO II

Al resolver la ecuacion
2 u+tr(e)
((0))" = @

obtenemos que r(0) debe satisfacer la ecuacion:

n (@m.sm (arccos ﬁ) + 1 arccos ﬁ) = 0 +cte

Natali R. Vansteenkiste (U.N.R.) XIV Congreso Dr. A. Monteiro 18/24



CAMPOS DE JACOBI EN A A LO LARGO DE GEODESICAS DE TIPO II

Al resolver la ecuacion

2 _ +r2(6)
((8))" = =rtEee

obtenemos que r(0) debe satisfacer la ecuacion:

n (@m.sm (arccos ﬁ) + 1 arccos %) = 0 +cte

No es posible parametrizar la curva ¢, por longitud de arco, pues no se puede
explicitar r(0)
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Sea ¢;(s) = ¢2(0(s)) la reparametrizacién de la curva ¢, por longitud de arco

G ICR— A )
TS a@ =) Y Iel=
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Sea ¢;(s) = ¢2(0(s)) la reparametrizacién de la curva ¢, por longitud de arco
¢y ICR— A y||Z‘2(s)H:1
s Eafs) = (r(6(5)),6(s))
Sea [a,b] C 1,y(s) = ca(s)|; y p2 = y(a) € A.
Sea J>(s) un campo de Jacobi normal a lo largo de ¥(s) con ||J5(a)|| = 1.

HB(a) = {el(a) = V(a)|y(a) sex(a) = Jh(a)] ( )} es una bon de 7, A.

Yla
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Sea ¢;(s) = ¢2(0(s)) la reparametrizacién de la curva ¢, por longitud de arco

G ICR— A )
TS a@ =) Y Iel=

Sea [a,b] C I,v(s) = ca2(s)|; y p2 = Y(a) € A.
Sea J>(s) un campo de Jacobi normal a lo largo de ¥(s) con ||J5(a)|| = 1.

HB(a) = {el(a) = V(a)|y(a) sea(a) = Jé(a)|y(a)} es una bon de 7, A.

Tomando el transporte paralelo a largo de ¥ obtenemos bases ortonormales
HB(s) ={ei1(s);ea(s)} de Ty AsVs € 1.

Ta(s) = u(s)ex(s), Jo(s) =1u'(s)ea(s), J3(s)=u"(s)ea(s)
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En la base %A(s) :

2
R(Y(5),12(s)Y (s) =} (R(Y(5),12(9))Y (s),ei(s)) ei(s)
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En la base %A(s) :

2
R(Y(5),12(s)Y (s) =} (R(Y(5),12(9))Y (s),ei(s)) ei(s)

i=1
= K(s)u(s)ex(s)
y la ecuacién de Jacobi queda:
u’(s) — ! u(s) =0
1=r2(6(s))
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CONCLUSION

Hemos probado que vale la siguiente

Proposicion: Sea v : [a,b] — M una geodésica parametrizada por longitud de
arco en una variedad riemanniana de dimensién dos M y sea J(s) un campo de
Jacobi normal a lo largo de 7y tal que J(a) =0y |J'(a)| = 1. Tomando el
transporte paralelo de e;(a) = ¥/ (a) y e2(a) = J'(a) a lo largo de y obtenemos
bases ortonormales {e}(s),e2(s)} del Ty;)M para todo s € [a,b]. En esta base
resulta que J(s) = u(s)ez(s) para alguna funcion u = u(s) y la ecuacion de
Jacobi que verifica se reduce a

u"(s)+K(s)u(s) =0

con condiciones iniciales u(a) =0y u'(a) = 1.

Natali R. Vansteenkiste (U.N.R.) XIV Congreso Dr. A. Monteiro 21/24



REFLEXIONES FINALES

Se han podido establecer los campos de Jacobi normales en la variedad A:

@ Geodésicas de tipo I, en forma explicita

@ Geodésicas de tipo II, encontramos la ecuacion diferencial que los define

Aln asi podemos graficar estas geodésicas en el siguiente diagrama
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