Geometria de los sistemas Hamiltonianos con puertos

Eduardo Garcia-Torafio Andrés

DEP. DE MATEMATICA, UNIVERSIDAD NACIONAL DEL SUR, ARGENTINA

(+ M. Barbero-Lifidn, H. Cendra y D. Martin de Diego)

Banfa BLaNcA, 31 — Mayo — 2017



Interconexién [2014 — A. van der Schaft, D. Jeltsema]

Sy

S1

fa

€4

h

€1

IE

€3

f2

€2

Ss3

Sa

51,52, 53, S4 — (sub)-sistemas
fi € Fi, “Flujo”

e € & = F, “Esfuerzo”
Puerto: (fi, ) € Fi x Ff

Potencia ganada/perdida en cada
puerto es (e, fi)



Interconexién [2014 — A. van der Schaft, D. Jeltsema]

S

S1

fa

€4

h

€1

IE

€3

f2

€2

Ss3

Sa

51,52, 53, S4 — (sub)-sistemas
fi € Fi, “Flujo"”

e € & = F[, "Esfuerzo”
Puerto: (f;,e) € Fi x F{

Potencia ganada/perdida en cada
puerto es (e, fi)

D C (F1 X F> X F3 X F3) x (&1 % & x & x &) debe de ser tal que

;= (e1,fi) + (e2, ) + (e3,F) + (ea, f2) = 0.

Interconexién (preserva la potencia) ~~ Estructura de Dirac
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e (P,w) simpléctica. Subvariedad de ligaduras i : C — M, (C,i*w) es
pre-simpléctica.
e ;Qué ocurre en el caso (P,{,-}) Poisson?

Recordemos que una estructura de Poisson es un bivector A € (A2 TP)
tal que {f, g} = A(df, dg) satisface Jacobi. La distribucién caracteristica

Sc={veTP|3IfeC®P),v=Xe(x)} C TP, (Xr={-,f})

da lugar a una foliacién simpléctica.

i Qué geometria hereda una subvariedad de Poisson? ; Qué estructura subyace a
una foliacién pre-simpléctica?



Estructuras de Dirac: definicién

Sea V espacio vectorial de dimensién finita, y B : V x V — R forma bilineal,
simétrica (o antisimétrica) y X C V. El ortogonal relativo a B es:

Xt ={we V|B(v,w) =0 para cada v € X}.
Dado V/, consideramos la siguiente forma bilineal simétrica y no degenerada (-, -))
en Vo V™
() (VveVv)x(Ve V') =R,
((vi,v), (v2,3)) = (v, W), (v2, v3)) = (v, vi) + (W, va).
Definicion: Una estructura de Dirac lineal en V' es un subespacio Dy C V& V*
tal que Dy = Di;. (es decir, un subespacio Lagrangiano.)

Definicion: Una estructura de Dirac en una variedad M es un subfibrado
Lagrangiano D C TM & T*M.

Se dice integrable si

(Lx, 00, X3) + (Lx,03, X1) + (Lxza1, X2) = 0, (Xi, i) € T(D).
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Estructuras de Dirac: ejemplos

(M, w) simpléctica,

D., = graph(w) = {(v,w(v,) |[vE TM} C TM & T"M.

(M, A) Poisson ({f, g} = A(df, dg)),

Dy = graph(A) = {(A(,a),a) |a € T"M} C TM & T™M.

(Véase [2013 — Bursztyn].) Sea M = R?,

0] 0]
D = span <(8y,zdx) , (a, —zdy) , (0, dz)> .

Siz#0, DN TM = {0}, asi que D = graph(A) con

po12, 0

z0x ' By’

D es estructura de Dirac (suave), mientras que A es singular.



Sistemas de Dirac

Supongamos dada una variedad de Dirac (M, D), y una energia E: M — R.
Recordemos que D C TM & T*M.

Definicion: El sistema de Dirac (D, dE) es el siguiente sistema dindmico:
F(t) ® dE (v(t)) € Dyyy paracada tel,

para curvas v: | — M, | C R.

Por ejemplo, (M, D),
4 @ dE € Di

son las ecs. de Hamilton.



Forward and Backward [2003 — Bursztyn, Radko]

Denotemos mediante Dit( V) el conjunto de las estructuras de Dirac de V. Sean
V., W espacios vectoriales y sea L: V — W lineal.

FL
Dir(V) Dir(W)
BL

Proposicion: Los siguientes subespacios definen estructuras de Dirac:
FL(Dy) :={(Lv,w" ) e W W" |veV, w e W (v,L"w") € Dy}.
BL(Dw) ={(v,L'w") e VaV*|veV, w e W (Lv,w") € Dw}.

F, B se comportan functorialmente: es decir,

F(LoK)=FLoFK, B(LoK)=BKoBL.

Se extiende a variedades.



Sistemas “Input-Output” [1999 — van der Schaft, Maschke]

Modelo basico (x = x', i =1,...n):

o (vectores R") f: flujo (inputs); e: esfuerzo (outputs).
e (matriz n X n antisimétrica) J(x): “network topology".

e (matriz n X n) g(x): influencia de los flujos f.

d__OE. OE [ 0E  OE
th_87X_8x(J )_

5+gf a—ng:(e,f).

o Sistema abierto: £E = (e, f) (no hay ligaduras).

e Sistema interconectado (o cerrado): ZE = (e, f) = 0.



Sistemas “Input-Output” — Geometrizacién (1)

Sistema abierto Sistema interconectado (o cerrado)
OE
. OE — -
x:J(X)g(X)—Fg(x)f, X J(X)ax(x)—}—g(x)f,
e=8"() 9 (x)
- g 8X ’
y
(f,e) =0.

0E
e=5"()2(x)
y
(f,e) “libre”.




Sistemas “Input-Output” — Geometrizacién (1)

Una estructura forward es una 5-upla

A = (mu,.m)> T(Us.m)> Doy Duy, 8us0,)

® Ty, M), T(uy,m): fibrados vectoriales. Tipicamente U; = TM.
e Dy, C U1 @ Ui: estructura de Dirac. Geometria del sistema.
e Dy, C U» & U3: estructura de Dirac. Geometria de la interconexion.

e gu,u, - U2 = Ui morfismo de fibrados vectoriales. Modela la interaccién
de los puertos con el sistema.

Definamos el siguiente morfismo de fibrados vectoriales:
Pu: UL @ U — Un,
(11 ® w2) — Pa(ur & w2) = u1 + gu,u, (u2).
El sistema viene dado mediante:

Da = F(®4) (Dv, ® Du,) -



Sistemas “Input-Output” — Geometrizacion (I11)

A= (W(Ul*"/’% T(Uy,M)> Dy, DU27gU2U1) = Da = }—(q)A) (DU1 D DUZ) .

Da es el conjunto de todos los (u1, 1) € Us @ Uy tales que existe (u2, a2) €
U> & U3 con
(1 — gu,u, (12), 1) € Dy,

(u25a2) € DUzv

*
8u,u, 1 = Q2.

Ejemplo: Dada una energia E : M — R, U; = TM, el sistema de Dirac corre-
spondiente a Dy, = U> @ {0}

(x,x) @ dE(x) € Dn,
es (en coordenadas):
E
5= J(x)a—(x) + 800,

()8—5()



Muchas gracias



