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Interconexión [2014 – A. van der Schaft, D. Jeltsema]
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• S1,S2, S3, S4 – (sub)-sistemas
• fi ∈ Fi , “Flujo”
• ei ∈ Ei = F ∗i , “Esfuerzo”
• Puerto: (fi , ei ) ∈ Fi × F ∗i

Potencia ganada/perdida en cada
puerto es 〈ei , fi〉

D ⊂ (F1 × F2 × F3 × F4)× (E1 × E2 × E3 × E4) debe de ser tal que

dE
dt = 〈e1, f1〉+ 〈e2, f2〉+ 〈e3, f3〉+ 〈e4, f4〉 = 0.

Interconexión (preserva la potencia)  Estructura de Dirac
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Estructuras de Dirac [1988 – Courant,Weinstein; 1990 – Courant]

• (P, ω) simpléctica. Subvariedad de ligaduras i : C ↪→ M, (C , i∗ω) es
pre-simpléctica.

• ¿Qué ocurre en el caso (P, {·, ·}) Poisson?

Recordemos que una estructura de Poisson es un bivector Λ ∈ Γ(∧2TP)
tal que {f , g} = Λ(df , dg) satisface Jacobi. La distribución caracteŕıstica

Sx = {v ∈ Tx P | ∃f ∈ C∞(P), v = Xf (x)} ⊂ TP, (Xf = {·, f })

da lugar a una foliación simpléctica.

¿Qué geometŕıa hereda una subvariedad de Poisson? ¿Qué estructura subyace a
una foliación pre-simpléctica?
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Estructuras de Dirac: definición

Sea V espacio vectorial de dimensión finita, y B : V × V → R forma bilineal,
simétrica (o antisimétrica) y X ⊂ V . El ortogonal relativo a B es:

X⊥ = {w ∈ V | B(v ,w) = 0 para cada v ∈ X}.

Dado V , consideramos la siguiente forma bilineal simétrica y no degenerada ⟪·, ·⟫
en V ⊕ V ∗:

⟪·, ·⟫ : (V ⊕ V ∗)× (V ⊕ V ∗)→ R,(
(v1, v∗1 ), (v2, v∗2 )

)
7→ ⟪(v1, v∗1 ), (v2, v∗2 )⟫ := 〈v∗2 , v1〉+ 〈v∗1 , v2〉.

Definición: Una estructura de Dirac lineal en V es un subespacio DV ⊂ V ⊕V ∗
tal que DV = D⊥V . (es decir, un subespacio Lagrangiano.)

Definición: Una estructura de Dirac en una variedad M es un subfibrado
Lagrangiano D ⊂ TM ⊕ T ∗M.

Se dice integrable si

〈LX1α2,X3〉+ 〈LX2α3,X1〉+ 〈LX3α1,X2〉 = 0, (Xi , αi ) ∈ Γ(D).



Estructuras de Dirac: ejemplos

1 (M, ω) simpléctica,

Dω = graph(ω) = {(v , ω(v , ·) | v ∈ TM} ⊂ TM ⊕ T ∗M.

2 (M,Λ) Poisson ({f , g} = Λ(df , dg)),

DΛ = graph(Λ) = {(Λ(·, α), α) | α ∈ T ∗M} ⊂ TM ⊕ T ∗M.

3 (Véase [2013 – Bursztyn].) Sea M = R3,

D = span
〈(

∂

∂y , zdx
)
,
(
∂

∂x ,−zdy
)
, (0, dz)

〉
.

Si z 6= 0, D ∩ TM = {0}, aśı que D = graph(Λ) con

Λ = 1
z
∂

∂x ∧
∂

∂y .

D es estructura de Dirac (suave), mientras que Λ es singular.
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Sistemas de Dirac

Supongamos dada una variedad de Dirac (M,D), y una energia E : M → R.
Recordemos que D ⊂ TM ⊕ T ∗M.

Definición: El sistema de Dirac (D, dE) es el siguiente sistema dinámico:

γ̇(t)⊕ dE (γ(t)) ∈ Dγ(t) para cada t ∈ I,

para curvas γ : I → M, I ⊂ R.

Por ejemplo, (M,DΛ),
γ̇ ⊕ dE ∈ DΛ

son las ecs. de Hamilton.



Forward and Backward [2003 – Bursztyn, Radko]

Denotemos mediante Dir(V ) el conjunto de las estructuras de Dirac de V . Sean
V ,W espacios vectoriales y sea L : V →W lineal.

Dir(V ) Dir(W )

FL

BL

Proposición: Los siguientes subespacios definen estructuras de Dirac:

FL(DV ) := {(Lv ,w∗) ∈W ⊕W ∗ | v ∈ V , w∗ ∈W ∗, (v , L∗w∗) ∈ DV }.

BL(DW ) := {(v , L∗w∗) ∈ V ⊕ V ∗ | v ∈ V , w∗ ∈W ∗, (Lv ,w∗) ∈ DW }.

F ,B se comportan functorialmente: es decir,

F(L ◦ K) = FL ◦ FK , B(L ◦ K) = BK ◦ BL.

Se extiende a variedades.



Sistemas “Input-Output” [1999 – van der Schaft, Maschke]

Modelo básico (x = x i , i = 1, . . . n):

ẋ = J(x)∂E
∂x (x) + g(x)f ,

e = gT (x)∂E
∂x (x).

• (vectores Rn) f : flujo (inputs); e: esfuerzo (outputs).

• (matriz n × n antisimétrica) J(x): “network topology”.

• (matriz n × n) g(x): influencia de los flujos f .

d
dt E = ∂E

∂x ẋ = ∂E
∂x

(
J ∂E
∂x + gf

)
= ∂E
∂x gf = 〈e, f 〉.

• Sistema abierto: d
dt E = 〈e, f 〉 (no hay ligaduras).

• Sistema interconectado (o cerrado): d
dt E = 〈e, f 〉 = 0.



Sistemas “Input-Output” – Geometrización (I)

Sistema abierto

ẋ = J(x)∂E
∂x (x) + g(x)f ,

e = gT (x)∂E
∂x (x),

y

(f , e) “libre”.

S1

f e

Sistema interconectado (o cerrado)

ẋ = J(x)∂E
∂x (x) + g(x)f ,

e = gT (x)∂E
∂x (x),

y

〈f , e〉 = 0.

S1

D

f e



Sistemas “Input-Output” – Geometrización (II)

Una estructura forward es una 5-upla

A =
(
π(U1,M), π(U2,M),DU1 ,DU2 , gU2U1

)
• π(U1,M), π(U1,M): fibrados vectoriales. T́ıpicamente U1 = TM.
• DU1 ⊂ U1 ⊕ U∗1 : estructura de Dirac. Geometŕıa del sistema.
• DU2 ⊂ U2 ⊕ U∗2 : estructura de Dirac. Geometŕıa de la interconexión.
• gU2U1 : U2 → U1: morfismo de fibrados vectoriales. Modela la interacción

de los puertos con el sistema.

Definamos el siguiente morfismo de fibrados vectoriales:

ΦA : U1 ⊕ U2 → U1,

(u1 ⊕ u2) 7→ ΦA(u1 ⊕ u2) = u1 + gU2U1 (u2).

El sistema viene dado mediante:

DA = F(ΦA) (DU1 ⊕ DU2 ) .



Sistemas “Input-Output” – Geometrización (III)

A =
(
π(U1,M), π(U2,M),DU1 ,DU2 , gU2U1

)
⇒ DA = F(ΦA) (DU1 ⊕ DU2 ) .

DA es el conjunto de todos los (u1, α1) ∈ U1 ⊕ U∗1 tales que existe (u2, α2) ∈
U2 ⊕ U∗2 con

(u1 − gU2U1 (u2), α1) ∈ DU1 ,

(u2, α2) ∈ DU2 ,

g∗U2U1α1 = α2.


Ejemplo: Dada una enerǵıa E : M → R, U1 = TM, el sistema de Dirac corre-
spondiente a DU2 = U2 ⊕ {0}

(x , ẋ)⊕ dE(x) ∈ DΛ,

es (en coordenadas):

ẋ = J(x)∂E
∂x (x) + g(x)f ,

0 = gT (x)∂E
∂x (x),



Muchas gracias


