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Teorema, A. To-Ming Lau, A. Ülger, Proc. AMS, 2014.

Sean A álgebra de Banach con aproximación acotada de la unidad,
I ideal cerrado de A.
I tiene aproximación acotada de la unidad sii ∃a∗∗ ∈ I(A∗∗) tal que
a∗∗A∗ es w∗-cerrado en A∗ e I = {a ∈ A : aa∗∗ = 0A∗∗}.
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ALGUNOS PROBLEMAS DERIVADOS

Asumimos que A es álgebra de Banach abeliana semisimple con
aproximación acotada de la unidad.

1 Sea φ : A→ A homomorfismo.
Entonces I(A∗∗) 6= ∅ y φ∗∗[I(A∗∗)] ⊂ I(A∗∗).
Dado a

∗∗ ∈ φ∗∗[I(A∗∗)] interesa decidir:
(i) cuándo el ideal cerrado {a ∈ A : aa∗∗ = 0A∗∗} de A tiene
aproximación acotada de la unidad.
(ii) ¿Puede realizarse ker(φ) como un ideal del tipo anterior?-

2 Caracterizar los a∗∗ ∈ A∗∗: a∗∗A∗ es w∗-cerrado en A∗.

3 Caracterizar los a∗∗ ∈ A∗∗: {a ∈ A : aa∗∗ = 0A∗∗} ∈ BAI .

4 -¿Existe a∗ ∈ A∗ tal que A∗∗a∗ es finito dimensional y
w∗-cerrado?-
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Teorema 1

Sea A álgebra de Banach, a∗∗ ∈ A∗∗, ρa∗∗ : A→ A∗∗,
ρa∗∗(a) = aa∗∗ si a ∈ A.

1 (a∗∗A∗)−w
∗

= (kerρa∗∗)
⊥. Luego a∗∗A es w∗-cerrado sii

ker(ρa∗∗)
⊥ ⊆ a∗∗A∗.

2 Si A∗ es w∗-cerrado en A∗∗∗ entonces a∗∗A∗ es w∗-cerrado.
En particular, esta situación se verifica si A es reflexivo.

3 Si A es álgebra de Banach débilmente compacta, a∗∗A∗ es
w∗-cerrado sii R[(χA)−1 ◦ ρa∗∗ ] es cerrado en A.
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Ejemplo 1

Sea A = c0(S) el álgebra de Banach uniforme de funciones nulas
en el infinito sobre un espacio discreto S .
Luego A∗ ≈ l1(S) y A∗∗ ≈ l∞(S).
Dado a∗∗ ∈ A∗∗ es

(a∗∗A∗)−w
∗

= span[δs : s ∈ sop(a∗∗)]−w
∗

= span[δs : s ∈ sop(a∗∗)]−.

O sea a∗∗A∗ es w∗-cerrado sii
∑

s∈sop(a∗∗) | a∗s/a∗∗s |<∞ cuando∑
s∈sop(a∗∗) | a∗s |<∞.

Esta condición se da claramente si a∗∗ tiene soporte finito.
Sino, por el Ppio. de Acotación Uniforme sigue que la condición
necesaria y suficiente es que sea inf sop(a∗∗) > 0.
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CUANDO A ES C ∗-ÁLGEBRA ABELIANA

Teorema 2

Sean A una C ∗-álgebra abeliana no reflexiva y a∗∗ ∈ A∗∗.

1 Si a∗∗ es inversible o cuasinilpotente entonces a∗∗A∗ es
w∗-cerrado.

2 Sea a∗∗ ∈ A∗∗ − χA(A) idempotente.

(i) Hay un subespacio w∗-denso cerrado en norma Σa∗∗ de
ker(ρa∗∗)⊥ tal que Aa∗∗ ⊆ χA(A⊕ [Σa∗∗ ]⊥.

(ii) Sea {at}t∈T red acotada de A tal que
a∗∗ = w∗ − limt∈T χA(at). El conjunto
J = {a ∈ A : ∃x ∈ A/a = w − limt∈T (xat)}

ideal de A. Dado a ∈ A, χA(a) ∈ Aa∗∗ sii a ∈ J .
(iii) a∗∗A∗ es w∗-cerrado sii a∗∗A∗ = A∗.
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Preliminares generales de la demostración

A resulta Arens regular por tratarse de una C ∗-álgebra
abeliana.

[S. Sherman: The 2nd. adjoint of a C ∗-algebra, Proc. Interna-
tional Congress Math., Cambridge, 1950].

A∗∗ resulta C ∗-álgebra abeliana porque A es abeliana regular.
[P. Civin and B. Yood: The 2nd conjugate of a Banach
algebra as a Banach algebra. Pacific J. Math., 1961].

A∗∗ es unitaria porque A tiene aproximación acotada de la
unidad.

El espacio de caracteres ∆(A∗∗) es entonces compacto y la
transformada de Gélfand : A∗∗ → C [∆(A∗∗)] es isomorfismo
isométrico.



Clausura w ∗ de algunos subespacios del dual de ciertas
álgebras de Banach abelianas

Demostración (esbozo) del Teorema 2

1 Si a∗∗ ∈ A∗∗ y a ∈ ker(ρa∗∗) es G (χA(a))G (a∗∗) = 0C [∆(A∗∗)].
Luego h(χA(a))h(a∗∗) = 0 para cada h ∈ ∆(A∗∗).
Si a∗∗ es inversible sigue que σA∗∗(χA(a)) = {0}.
Como χA es isométrica,
Puesto que A∗∗ es semisimple y χA es isométrica, a = 0A y
ker(ρa∗∗)⊥ = A∗.
Cuando a∗∗ es cuasinilpotente ker(ρa∗∗) = A, de donde
ker(ρa∗∗)⊥ = {0}.
Basta aplicar el Teorema 1(1).

2 ker(ρa∗∗) = ∩{ker(h ◦ χA) : h ∈ I (a∗∗)},
donde
I (a∗∗) = G (a∗∗)−1[σA∗∗(a∗∗)− {0}].
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(ker(ρa∗∗))⊥ = span[∪h∈I (a∗∗) ker(h ◦ χA)⊥]−w
∗

= [Σa∗∗ ]
−w∗ ,

donde
Σa∗∗ =span[Sa∗∗ ]

−

y
Sa∗∗ = {h ◦ χA : h ∈ I (a∗∗)}.

Si h ∈ ∆(A∗∗) resulta a∗∗(h ◦ χA) = 〈h ◦ χA, a∗∗〉h ◦ χA.

Sea h ∈ I (a∗∗) tal que 〈h ◦ χA, a∗∗〉 6= 0.
Si a∗∗A∗ es w∗-cerrado existe x∗h ∈ A∗ tal que h ◦ χA = a∗∗x∗h .
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Fijado a∗∗ ∈ A∗∗ − χA(A) idempotente tenemos
a∗∗x∗h = a∗∗(h ◦ χA) = 〈h ◦ χA, a∗∗〉h ◦ χA = h ◦ χA.

Luego
〈h ◦ χA, a∗∗〉 = 1
y
a∗∗(h ◦ χA) = h ◦ χA.

Si a ∈ A and a∗ ∈ Σa∗∗ es
〈a∗, χA(a)〉 = 〈a, a∗〉 = 〈a, a∗∗a∗〉 = 〈a∗a, a∗∗〉 = 〈a∗, ρa∗∗(a)〉,
o sea ρa∗∗(a)− χA(a) ∈ [Σa∗∗ ]

⊥.

Consideremos un homomorfismo no nulo ϕ0 : A → C. El mismo
admite una extensión natural, sobre la C ∗-subalgebra Q of A∗∗

generada por χA(A) ∪ {a∗∗}, a un homomorfismo ϕ1 tal que
ϕ1(a∗∗) = 1.
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Como Q es *-álgebra de Banach conmutativa simétrica la fron-
tera de Shilov ∂Q coincide con el espacio ideal maximal ∆(Q)
[E. Kaniuth, Example 3.3.16].

Entonces ϕ1 se extiende a un carácter ϕ2 ∈ A∗∗ [G. Corach,
A. Maestripieri: Extension of characters and generalized Shilov
boundaries, R. UMA, 1986].

Si χA(a) ∈ [Σa∗∗ ]
⊥ se tiene ϕ2 ∈ I (a∗∗), ϕ2 ◦ χA ∈ Σa∗∗ y

0 = 〈ϕ2 ◦ χA, χA(a)〉 = 〈a, ϕ2 ◦ χA〉 = 〈χA(a), ϕ2〉 =
〈χA(a), ϕ1〉 = 〈a, ϕ0〉.

a ∈ A es cuasinilpotente, i.e. a = 0A, y

Aa∗∗ ⊆ χA(A)⊕ [Σa∗∗ ]
⊥.
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Ejemplo

Sea A = C0(G ) el álgebra de Banach uniforme de funciones
continuas nulas en el infinito sobre un grupo localmente com-
pacto abeliano no discreto G , con identidad e y medida de Haar
λ.

A∗ ≈ M(G ) [T. Riesz]

A∗ ≈ l1(G )⊕1 L
1(G , λ)⊕1 Mcs(G , λ),

[Lebesgue-Radon-Nikodym].

A∗∗ ≈ l∞(G )⊕∞ L∞(G )⊕∞ Msc(G , λ)∗.

Dados m, n ∈ l∞(G ), M,N ∈ L∞(G ) y µ, η ∈ Msc(G )∗ se
tiene (m,M, µ)(n,N, η) = (mn,MN, µ�η),
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Sean W entorno compacto de e, M = IW−(0) la función carac-
teŕıstica de W − (0). Entonces M define un idempotente en
A∗∗ y MA∗ no es w∗-cerrado.

Precisamente, sea N = {λ(U)−1IU}U∈Ue , donde Ue es la clase
dirigida de entornos relativamente compactos simétricos de e.

N es acotado en L1(G ) and δe = w∗ − limU∈UeM[λ(U)−1IU ],

i.e. δe ∈ (MA∗)−w
∗
.

Sin embargo MA∗ = Λ⊕1 ML1(G , λ)⊕1 (0Mcs(G ,λ)∗), con
Λ = {ζ ∈ l1(G ) : sop(ζ) ⊆W − (0)}.


