Desigualdades en normas con pesos para extensiones vectoriales

Maria Eugenia Cejas *
Carlos Pérez Moreno 2
Israel Rivera-Rios 3

XIV Monteiro, 2017, Bahia Blanca

1Departamem:o de Matematica, UNLP, CONICET
2BCAM; UPV/EHU
3UPV/EHU

M. E. Cejas () Extensiones vectoriales

/21



© Motivacién del problema

© Preliminares

© Resultados para extensiones vectoriales
o Resultados para la extension vectorial de la maximal de Hardy-Littlewood
@ Estimaciones para las extensiones de los CZ

@ Observaciones

M. E. Cejas () Extensiones vectoriales




Motivacién del problema

Objetivo: Extender al caso vectorial resultados de la
teoria de pesos A, del caso escalar.

M. E. Cejas () Extensiones vectoriales 3/21



Motivacién del problema

Teoria de pesos:
Surge de forma natural con la siguiente cuestién

M. E. Cejas () Extensiones vectoriales 4 /21



Motivacién del problema

Teoria de pesos:

Surge de forma natural con la siguiente cuestién

sabiendo que la maximal de Hardy-Littlewood M es acotada LP(R"),
1< p<oo,

M. E. Cejas () Extensiones vectoriales 4 /21



Motivacién del problema

Teoria de pesos:

Surge de forma natural con la siguiente cuestién

sabiendo que la maximal de Hardy-Littlewood M es acotada LP(R"),
1< p<oo,

ise puede extender esto a LP(R") reemplazando la medida de Lebesgue por una
medida absolutamente continua wdx?

M. E. Cejas () Extensiones vectoriales 4 /21



Motivacién del problema

Teoria de pesos:

Surge de forma natural con la siguiente cuestién

sabiendo que la maximal de Hardy-Littlewood M es acotada LP(R"),
1< p<oo,

ise puede extender esto a LP(R") reemplazando la medida de Lebesgue por una
medida absolutamente continua wdx?

Recordemos que

Mr() = s ror | 1F) Iy

M. E. Cejas () Extensiones vectoriales 4 /21



Motivacién del problema

Teoria de pesos:

Surge de forma natural con la siguiente cuestién

sabiendo que la maximal de Hardy-Littlewood M es acotada LP(R"),
1< p<oo,

ise puede extender esto a LP(R") reemplazando la medida de Lebesgue por una
medida absolutamente continua wdx?

Recordemos que

Mr() = s ror | 1F) Iy

Para responder esto, Muckenhoupt introdujo la clase de pesos A,.

M. E. Cejas () Extensiones vectoriales 4 /21



Motivacién del problema

Teoria de pesos:

Surge de forma natural con la siguiente cuestién

sabiendo que la maximal de Hardy-Littlewood M es acotada LP(R"),
1< p<oo,

ise puede extender esto a LP(R") reemplazando la medida de Lebesgue por una
medida absolutamente continua wdx?

Recordemos que

Mr() = s ror | 1F) Iy

Para responder esto, Muckenhoupt introdujo la clase de pesos A,.
Decimos que un peso w pertenece a la clase A,, 1 < p < o0, si

M. E. Cejas () Extensiones vectoriales 4 /21



Motivacién del problema

Teoria de pesos:

Surge de forma natural con la siguiente cuestién

sabiendo que la maximal de Hardy-Littlewood M es acotada LP(R"),
1< p<oo,

ise puede extender esto a LP(R") reemplazando la medida de Lebesgue por una
medida absolutamente continua wdx?

Recordemos que

Mr() = s ror | 1F) Iy

Para responder esto, Muckenhoupt introdujo la clase de pesos A,.
Decimos que un peso w pertenece a la clase A,, 1 < p < o0, si

whay =0 (5 / ) (5 [ woys dy>p1<oo.

M. E. Cejas () Extensiones vectoriales 4 /21



Motivacién del problema

Teoria de pesos:

Surge de forma natural con la siguiente cuestién

sabiendo que la maximal de Hardy-Littlewood M es acotada LP(R"),
1< p<oo,

ise puede extender esto a LP(R") reemplazando la medida de Lebesgue por una
medida absolutamente continua wdx?

Recordemos que

Mr() = s ror | 1F) Iy

Para responder esto, Muckenhoupt introdujo la clase de pesos A,.
Decimos que un peso w pertenece a la clase A,, 1 < p < o0, si

whay =0 (5 / ) (5 [ woys dy)p1<oo.

Un peso w pertence a la clase A; si existe una constante C tal que

M. E. Cejas () Extensiones vectoriales 4 /21



Motivacién del problema

Teoria de pesos:

Surge de forma natural con la siguiente cuestién

sabiendo que la maximal de Hardy-Littlewood M es acotada LP(R"),
1< p<oo,

ise puede extender esto a LP(R") reemplazando la medida de Lebesgue por una
medida absolutamente continua wdx?

Recordemos que

Mr() = s ror | 1F) Iy

Para responder esto, Muckenhoupt introdujo la clase de pesos A,.
Decimos que un peso w pertenece a la clase A,, 1 < p < o0, si

whay =0 (5 / ) (5 [ woys dy)p1<oo.

Un peso w pertence a la clase A; si existe una constante C tal que

y)dy < Clan
ol

y la menor de estas constantes se denota por [w]a,.
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Este resultado abrié toda una nueva drea de investigacién. En los afios 90 S.
Buckley en su tesis doctoral probé que hay una dependencia bien precisa de
esta constante:

_1
IMlliagu) < e WIE,

donde el exponente es sharp.
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generalizaron al caso p > 1.
Previamente Hytonen probd la siguiente versién para la maximal de HL

1 1-p’ql
IMlieqwy < € [WIZPlw! P 1P
que mejora el teorema de Buckley. Estos resultados se conocen como resultados
mixtos A, — Ax. Lerner, Ombrosi y Pérez prueban
H 5
/
[ Tllewy < crpp[wlZ, W]z, -

que constituye una mejora del Teorema Aj.
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[(S )], << ()

J

y también se tiene en el extremo

| (=)™

LP(RM) LP(R™)

(Z‘ )1/q

Ambos se prueban a partir de una buena desigualdad.con pesos pero escalar.
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tal que

r) = [ Kx)f(y)dy

con f € CE(R") and x €supp fy K:R" xR"\ {(x,x) : xeR"} — R
cumple que

o |K(x,y)| < CKﬁ x #0.
° Sily—z| < 3lx-vyl,

X — K(x,z X — K(z 1 w ly = 2]
K(coy) = K, 2] + K (o) — Kzl < e (E221)

w : [0,00) — [0, 00) médulo de continuidad: funcién creciente y subaditiva tal
que w(0) = 0.

Consideraremos el caso en w satisface la condicién de Dini, esto es

lw]loini = folw(t)% < o0. El caso clsico es w(t) = ct’ o sea que K satisface
la condiciéon Holder-Lipschitz.
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D(Q) denota la grilla diddica que se obtiene subdividiendo Q y sus
descendendientes en 2" cubos de la misma longitud.

D es un dyadic lattice en R" si es una familia de cubos con las siguiente
propiedades

O Si Q € D, cada descendiente de @ estd en D.

@ Para cada par de cubos @1, @ podemos encontrar un ancestro, esto es, un
cubo Q € D tal que Q1, @ € D(Q).

© Para cada compacto K existe un cubo Q € D tal que K C Q.

S C D es 7-sparse con i € (0,1) si para cada Q € S podemos encontrar un
conjunto medible Eq C Q tal que

nlQl < |Eql

y los Eq son disjuntos dos a dos.
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Preliminares

Sear >0y ne€(0,1). D un dyadic lattice y S C D una familia 7-sparse.
Definimos el operador
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Sear >0y ne€(0,1). D un dyadic lattice y S C D una familia 7-sparse.
Definimos el operador

A5f(x) = (Z (ﬁ/a f(}/)ld)/>rxo(><)>1

QeS
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Preliminares

Sear >0y ne€(0,1). D un dyadic lattice y S C D una familia 7-sparse.
Definimos el operador

A5f(x) = (Qes(Q [t |dy) xo(x)>1

Dado un par de pesos w y o denotamos

e =5 (11 ) (1 )
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Preliminares

Sear >0y ne€(0,1). D un dyadic lattice y S C D una familia 7-sparse.
Definimos el operador

A5f(x) = (QES(Q/f |dy) Xo(X))l

Dado un par de pesos w y o denotamos

e =5 (11 ) (1 )

Wa. = up Q)/M wxe)-

Si w € A, se tiene que cy[w]a,, < [w]a,. De ahi la mejoras en normas mixtas.

M. E. Cejas () Extensiones vectoriales 12 /21



Preliminares

La prueba de nuestros resultados se basan en

M. E. Cejas () Extensiones vectoriales



Preliminares

La prueba de nuestros resultados se basan en

Seal< p<ooyr>0.Sean w,o un par de pesos. Luego

1_1

1 L ) 1
[Asfllrw) < [w,oli, ([W]Aw T+ [G]Zoo> 1£1lo(w)
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Preliminares

La prueba de nuestros resultados se basan en

Seal< p<ooyr>0.Sean w,o un par de pesos. Luego

(1-3)

1 1
[Asfllew) S [w, ol ([W]Aoo T+ [0]Zw> [1F1leeqw)

Sea, r >0,y 1< p< oo tal que p## r. Sean w, o un par de pesos. Luego

;_1)
b

S Flliproe ) S [ws 03 [Wla

N llrw)

Esto fue probado por Hytonen y Li.
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Resultados para extensiones vectoriales Resultados para la extensién vectorial de la maximal de Hardy-Littlewood

Si 1 < g < oo definimos la extensién vectorial del operador maximal de
Hardy-Littlewood
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Resultados para extensiones vectoriales Resultados para la extensién vectorial de la maximal de Hardy-Littlewood

Si 1 < g < oo definimos la extensién vectorial del operador maximal de
Hardy-Littlewood

Waf(x) = | > Mf(x)*
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Resultados para extensiones vectoriales Resultados para la extensién vectorial de la maximal de Hardy-Littlewood

Si 1 < g < oo definimos la extensién vectorial del operador maximal de
Hardy-Littlewood

1
Myf(x) = (Z Mf(x) )
Obtuvimos la siguiente acotacién de M, por operadores de tipo sparse.

Seal<g<ooyf={fi}2, talquee >0
|{x € [-R,R]" : [Msf(x)| >}| = o(R").

Existen 3" dyadic lattices Dy y 3" familias é—sparse Sk C Dk que dependen de
f tal que

My f(x)| < c,,qZASk|f|

donde A3, 1) = (S acs, (& Jolfle) xo()’
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Resultados para extensiones vectoriales Resultados para la extensién vectorial de la maximal de Hardy-Littlewood

Usando este control puntual y como consecuencia de las desigualdades que
valen para estos operadores obtenemos el siguiente resultado
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Resultados para extensiones vectoriales Resultados para la extensién vectorial de la maximal de Hardy-Littlewood

Usando este control puntual y como consecuencia de las desigualdades que
valen para estos operadores obtenemos el siguiente resultado

Seal< p,g<ooywyo un par de pesos. Luego

_ 1 (1,;) 1
IMq(of)lliewy < [w,ola, ( Wlal " + 1015 | flallieco)-

Si ademas p # q,

(:-3)

— 1
IMq(af)llipoeqwy S [ws o], [Wlay, "Il flallie(o):
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Resultados para extensiones vectoriales Estimaciones para las extensiones de los CZ

Seal< g<oo, Tunw-CZyf=/{f}2. Definimos
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Estimaciones para las extensiones de los CZ

Resultados para extensiones vectoriales

Seal< g<oo, Tunw-CZyf=/{f}2. Definimos

1
q

REACIIN

e

Tof(x) =
Jj=1
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Resultados para extensiones vectoriales Estimaciones para las extensiones de los CZ

Seal< g<oo, Tunw-CZyf=/{f}2. Definimos

1

Tqf(x) = Zle(X)lq

La continuidad de estos operadores fue probada por Cordoba y Fefferman.
Estimaciones con pesos para estos operadores fueron obtenidas por Cruz-Uribe
, Pérez y Trujillo. Lerner probé el control de los CZ por operadores de tipo
sparse. Siguiendo sus ideas obtuvimos el andlogo para T.
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Resultados para extensiones vectoriales Estimaciones para las extensiones de los CZ

Seal< g<oo, Tunw-CZyf=/{f}2. Definimos

Tof(x) = (Z le(X)|q>

La continuidad de estos operadores fue probada por Cordoba y Fefferman.
Estimaciones con pesos para estos operadores fueron obtenidas por Cruz-Uribe
, Pérez y Trujillo. Lerner probé el control de los CZ por operadores de tipo
sparse. Siguiendo sus ideas obtuvimos el andlogo para T.

SeaTaw-CZyl<qg<oo. Sif={f}y]lfls € L}(R") tiene soporte
compacto, existen 3" dyadic lattices Dy y 3" %-familias sparse Sk C Dy tal que

"
|Tof (x)] < caCr > As,|fla(x)

k=1

donde Asf(x) = Ygcs rar J F(¥)dyxa(x) y Cr = Ck + [[wllomi + | T2 12-

y

M. E. Cejas () Extensiones vectoriales



Resultados para extensiones vectoriales Estimaciones para las extensiones de los CZ

Con este control por operadores de tipo sparse y las estimaciones que dimos
antes para estos operadores tenemos que
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Resultados para extensiones vectoriales Estimaciones para las extensiones de los CZ

Con este control por operadores de tipo sparse y las estimaciones que dimos
antes para estos operadores tenemos que

Seal < p, g <oo, wy o un par de pesos, y T un w-CZ. Luego

1
7

__ 1 1
ITa(o)lsw) < npaCriw, ol ([wlzw + [a]f;m) 1 Flalluoge)

— 1L
ITa(of)lleeoe ) < np.aCrlw, ol WIZ_lIflallio(o)-
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Resultados para extensiones vectoriales Estimaciones para las extensiones de los CZ

Sea w un peso, 1 < g < co. Luego, tenemos que

A

ITolA )iy < (1+10gr) / )l Mw(x)dx 7> 1.

ITa(F)ll2.0 )

A

1
- / |f(x)|qM,_(|og|og Lyt+e w(x)dx 0<ex<l1.
Rn

Mas atn si w € A;

ITa(F)ll 100wy S [Wlay log(e + [wa.. ) /]R £ (x)|qw(x)dx
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Resultados para extensiones vectoriales Estimaciones para las extensiones de los CZ

Sea w un peso, 1 < g < co. Luego, tenemos que

A

ITolA )iy < (1+10gr) / )l Mw(x)dx 7> 1.

ITa(F)ll2.0 )

A

1
- / |f(x)|qM,_(|og|og Lyt+e w(x)dx 0<ex<l1.
Rn

Mas atn si w € A;

ITa(F)ll 100wy S [Wlay log(e + [wa.. ) /]R £ (x)|qw(x)dx

Este resultado es el andlogo que obtienen para el caso escalar Lerner, Ombrosi
y Pérez.
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Resultados para extensiones vectoriales Estimaciones para las extensiones de los CZ

Otra generalizacion al caso vectorial del Teorema A; que obtienen Lerner,
Ombrosi y Pérez para el caso escalar es el siguiente teorema:
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Resultados para extensiones vectoriales Estimaciones para las extensiones de los CZ

Otra generalizacion al caso vectorial del Teorema A; que obtienen Lerner,
Ombrosi y Pérez para el caso escalar es el siguiente teorema:

Sea p,q € (1,00), T w-CZ y w un peso. Luego

_ 1
Taflliow) < cngCrpp' () |l flalliemmy > 1.
Ademas, si w € A; luego tenemos la siguiente estimacidn
1 1
J— ’ 7
T afllow) < cnqCrpp' Wiz Wz I Flallr(w),
ysiw e As,con 1 <s < p< oo, vale que

||qu”LP(w) < Cn,q,p,T[W]AsH|f|qHLP(w)-
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Observaciones

o Obtuvimos resultados en esta linea también para la extensién vectorial del
conmutador de un T w CZ, es decir para el operador
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Observaciones

o Obtuvimos resultados en esta linea también para la extensién vectorial del
conmutador de un T w CZ, es decir para el operador

[b, T] f(x) = <Z|[b T)5( >

donde [b, T]g(x) = bTg — Thg.
@ Pregunta natural: Se puede extender los resultados obtenidos para las
extensiones vectoriales de los operadores tipo rough”

1
q
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Observaciones

o Obtuvimos resultados en esta linea también para la extensién vectorial del
conmutador de un T w CZ, es decir para el operador

[b, TI,f(x) = <Z|[b T)6(x)| >q.

Jj=1

donde [b, T]g(x) = bTg — Thg.
@ Pregunta natural: Se puede extender los resultados obtenidos para las
extensiones vectoriales de los operadores tipo rough”

Taf (x) = p.v. /Rn Q‘)((Tn) f(x —y)dy.
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Observaciones

o Obtuvimos resultados en esta linea también para la extensién vectorial del
conmutador de un T w CZ, es decir para el operador

[b, TI,f(x) = <Z|[b T)6(x)| >q.

Jj=1

donde [b, T]g(x) = bTg — Thg.
@ Pregunta natural: Se puede extender los resultados obtenidos para las
extensiones vectoriales de los operadores tipo rough”

Taf (x) = p.v. /Rn Q‘)((Tn) f(x —y)dy.

donde x' = 5, Q€ L¥(S" )y [;, 1 2=0.
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Observaciones

o Obtuvimos resultados en esta linea también para la extensién vectorial del
conmutador de un T w CZ, es decir para el operador

1
q

[b, T] f(x) = <Z|[b T)6(x)| >

donde [b, T]g(x) = bTg — Thg.

@ Pregunta natural: Se puede extender los resultados obtenidos para las
extensiones vectoriales de los operadores tipo rough”

Taf (x) = p.v. /n Q‘)((Tn) f(x —y)dy.

donde x’ = Qe (s Yy Jsn—1 © = 0. Estamos trabajando con esto
basdndonos en ideas de Hytonen, Roncal y Tapiola entre otros autores.
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