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Relevancia

Modelo para movimiento de cargas en nanohilo

con una interacción lineal
localmente constante apuntando al origen y una interacción no lineal de
carácter local:

iut(x , t) = −uxx(x , t) + |x |u(x , t)︸ ︷︷ ︸
término lineal

+ |u(x , t)|2σu(x , t)︸ ︷︷ ︸
término no lineal

, t > 0, x ∈ R,

(1.1)

El caso σ = 1 es especialmente importante. En tal caso la interacción es
proporcional a la densidad de carga |u(x , t)|2.
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Objetivo

Dados:

El valor de σ > 0.

El valor inicial u0.

El tiempo de vuelo t > 0.

Hallar:

u(x , t) la solución de (1.1) con dato inicial u0.
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Sabemos, ver [DLR ’07]

El problema está bien planteado.

Existe única solución, definida para todo tiempo.

Hay dependencia continua en dato inicial.

La carga se conserva: ‖u‖2
L2(R) = ‖u0‖2

L2(R).

La enerǵıa se conserva: H(u(t)) = H(u0), donde

H(φ) =
1

2
〈φx ;φx〉+

1

2
〈|x |φ;φ〉+

1

2σ + 2
‖u‖2σ+2

L2σ+2(R)

H(φ) =
1

2
‖φ‖2

H +
1

2σ + 2
‖φ‖2σ+2

L2σ+2(R)

La enerǵıa admite ḿınimos.
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El problema está bien planteado.

Existe única solución,

definida para todo tiempo.

Hay dependencia continua en dato inicial.

La carga se conserva: ‖u‖2
L2(R) = ‖u0‖2

L2(R).
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La enerǵıa se conserva:

H(u(t)) = H(u0), donde

H(φ) =
1

2
〈φx ;φx〉+

1

2
〈|x |φ;φ〉+

1

2σ + 2
‖u‖2σ+2

L2σ+2(R)

H(φ) =
1

2
‖φ‖2

H +
1

2σ + 2
‖φ‖2σ+2

L2σ+2(R)
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Esperamos

Por analoǵıa con evoluciones en pozos de potencial:

La carga |u(x , t)|2 quede localizada.∫
J
|u(x , t)|2dx < ‖u‖2

L2(R)(1− ε)

J intervalo fijo, t > 0 cualquiera.

El centro de masa o primer momento

CM(t) =

∫
x |u(x , t)|2dx

oscile (dentro de J).

Alrededor del centro de masa del minimizante de la enerǵıa. (Por
simetŕıa, alrededor del origen)
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Por analoǵıa con evoluciones en pozos de potencial:

La carga |u(x , t)|2 quede localizada.∫
J
|u(x , t)|2dx < ‖u‖2

L2(R)(1− ε)

J intervalo fijo, t > 0 cualquiera.

El centro de masa o primer momento

CM(t) =

∫
x |u(x , t)|2dx

oscile (dentro de J).

Alrededor del centro de masa del minimizante de la enerǵıa. (Por
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x |u(x , t)|2dx

oscile (dentro de J).

Alrededor del centro de masa del minimizante de la enerǵıa. (Por
simetŕıa,

alrededor del origen)
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Resultados: Evolución de la distribución de cargas

Con el algoritmo Evolucionador obtuvimos:
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Resultados: Evolución de la carga total

Con el algoritmo Evolucionador obtuvimos:
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Métodos de descomposición temporal: Marco general

Son aplicables para obtener numéricamente el flujo ΦA+B(u0, t) para:

ut = A(u) + B(u),

a partir de los flujos de los problemas parciales:

(PA) vt = A(v) y (PB) wt = B(w)

Se requiere que los flujos parciales:

ΦA(v0, t) y ΦB(w0, t)

sean computables.
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Una instancia de interés

Strang:

Entrada: Dato inicial v0, tiempo final tf , el paso h = tf /n

Bucle: ΦStr(h) = ΦA(ΦB(ΦA(v0, h/2), h), h/2)

Salida: ΦA+B(v0, tf ) = ĺımn→+∞ΦStr(· · ·ΦStr(h) · · · )
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Otra instancia de interés

Af́ın de orden 2:

Entrada: Dato inicial v0, tiempo final tf , el paso h = tf /n

Bucle: ΦAf2(h) = 1
2 (ΦA(ΦB(v0, h), h) + ΦB(ΦA(v0, h), h))

Salida: ΦA+B(v0, tf ) = ĺımn→+∞ΦAf2(· · ·ΦAf2(h) · · · )
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Flujos parciales: expresión simbólica

Caso lineal: La ecuación genérica es

vt = Av .

Requiere conocer:

Autovalores {γ1, . . .}.

Autofunciones {ϕ1, . . .}.

El flujo puede expresarse usando coeficientes de Fourier del dato inicial:

v0 =
∑
k≥1

v̂0(k)ϕk

ΦA(v0, t) =
∑
k≥1

v̂0(k)etγkϕk
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Caso lineal: La ecuación genérica es vt = Av .
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Flujos parciales: expresión simbólica

Caso no lineal: caso por caso

Aqúı, es la ecuación ordinaria: wt = −i |w |2σw .

Cumple una ley de conservación: |w(t)| = |w0|.

La ecuación ordinaria queda: wt = −i |w0|2σw .

Cuya solución está dada por: w(x , t) = w0(x)e−it|w0(x)|2σ .
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Aqúı, es la ecuación ordinaria: wt = −i |w |2σw .

Cumple una ley de conservación: |w(t)| = |w0|.

La ecuación ordinaria queda: wt = −i |w0|2σw .
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Caso no lineal: caso por caso
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Nomenclatura

Θ ∈ RN , N = 2n

y {Θn+1, . . . ,ΘN} son los nodos en (0,+∞).

ω = diag(ω1, . . . , ωN), matriz diagonal con ωjj peso asociado a Θj .

Φ ∈ RN×M , Φjk = φj−1(Θk), donde φ0(x), . . . , φM−1(x)
autofunciones.

Λ = diag(λ0, . . . , λM−1) matriz diagonal de autovalores.

Ω = diag( ω1
φ0(Θ1) , . . . ,

ωN
φ0(ΘN) ), matriz diagonal auxiliar.
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Flujos parciales Evolucionador: implementación

Flujo lineal:

Entrada:

f ∈ CN×1 % Dato inicial

δ > 0 % Tamaño del paso

p = Φt · Ω · f % Obtención coeficientes de Fourier

h = e−iΛδ · p % Evolución coef. Fourier a tiempo δ

g = Φ · h % Śıntesis

Salida

LinEvol(f , δ) = g % Sale un vector ∈ CN×1
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Flujos parciales Evolucionador: implementación

Flujo no lineal:

Entrada:

f ∈ CN % Dato de entrada

σ > 0 % Interacción local

δ > 0 % Tamaño del paso

p = 2σ

v = |f |p % vj = |fj |p

h = diag(e−iδv ) % (e−iδv )j = e−iδvj
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NoLinEvol(f , σ, δ) = h · f
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Muchas Gracias
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