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Introduccién

Introduccién

Introduccidn

El problema de interés en este trabajo tiene la siguiente estructura:

min  F(x)
X
sa xeX”

donde F: A CR" — R, X'* corresponde al conjunto de puntos
solucién del siguiente problema:

mXin (f(x), ..., f(x))
s.a xe X,

donde X = {x e R" | h(x) =0, g(x) <0}, ;Vi=1,...,p,
funciones escalares, h y g funciones vectoriales y, todas funciones
de clase C! en sus dominios.
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Puntos propiamente eficientes

Programaciéon Multiobjetivo

Definicion:
Um Problema Multiobjetivo (PM ) en la forma padrdn es definido

como
min f (x)

xeX

donde f : D C R" — RP,

X={xeQ|g(x)<0,i=1,...,m},

donde Q C R" representa el conjunto de las restricciones que no
pueden ser expresadas en la forma funcional g, es llamada la
region factible, o espacio de decisiones.
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Definicion:
La imagen de f,
Im(f) = {f(x)|x € X'}

es llamada el espacio objetivo.

Las coordenadas de f(x), denotadas por fi(x)¥Vi=1,...,p, son
funciones escalares, llamadas funciones-objetivo.
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Programacién Multiobjetivo
Definicién: Problema Multiobjetivo
Puntos propiamente eficientes

Definicion:
La imagen de f,
Im(f) = {f(x)|x € X'}

es llamada el espacio objetivo.

Las coordenadas de f(x), denotadas por fi(x) Vi=1,...,p, son
funciones escalares, llamadas funciones-objetivo.

Definicion:

Un punto x* € X se dice eficiente del PM si no existe otro x € X
tal que f(x) < f(x*), esto es, fi(x) < fi(x*)Vj=1,...,p
cumpliéndose la desigualdad estricta por lo menos para un j.

Vamos a llamar el conjunto de soluciones eficientes X'*.
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Definicién: Problema Multiobjetivo
Puntos propiamente eficientes

Puntos eficientes particulares: la tasa de variacién en uno de los
objetivos en relacién a la variacién de algin otro puede ser
arbitrariamente grande (Geoffrion (1968)).
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Programacién Multiobjetivo
Definicién: Problema Multiobjetivo
Puntos propiamente eficientes

Puntos propriamente eficientes segtin Geoffrion

Definicién: (Geoftfrion))

Decimos que x* € X* es propiamente eficiente si existe un escalar
M > 0 tal que paracadai=1,...,p, y cada x € X tal que

fi(x) < fi(x*), existe por lo menos un j # i con f;(x) > f;(x*) y
) ) _

fi(x) — fi(x*)
Una solucién eficiente que no es propia decimos que es solucién
eficiente impropia.
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Ejemplo:

Puntos propiamente eficientes

10 £, J
! £

2 4

-4 L I
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Programacién Multiobjetivo
Definicién: Problema Multiobjetivo
Puntos propiamente eficientes

Estrategia para resolver el PM

Problema de otimizacion escalar con pesos:
P

Sea W={weRP|w >0 A ij = 1}. Definimos para algin
j=1
w € W como P(w):

XEX 4

P
min ijﬁ(x).
j=1
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Teorema:

Sean aj >0 (i =1,---,p) fijos. Si x* es dptimo en P(«)
entonces x* es propiamente eficiente en (PM ).
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Teorema:

Sean aj >0 (i =1,---,p) fijos. Si x* es dptimo en P(«)
entonces x* es propiamente eficiente en (PM ).

Coroldrio:

Sea o € RE, si x* es la dnica solucién del problema P(«),
entonces x* es un punto eficiente para el problema (PM ).

Ramirez - Andreani - Santos Reformulacién de un problema de PNL con restricciones PM



Introduccién
Programacién Multiobjetivo

Reformulacién de un problema de PNLM Definicién: Problema Multiobjetivo
Métodos Implementados Puntos propiamente eficientes
Resultados

Conclusiones y trabajo a futuro

Teorema:

Sea X un conjunto convexo, y sean f; convexas en X. Entonces x*
es propiamente eficiente en (PM) si y solamente si x* es dptimo
en P(«) para algin o con componentes estrictamente positivas.
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Reformulacién de un problema de PNLM

Los problemas en los cuales estamos interesados tienen la siguiente
estructura:

mxin F(x)

sa xe&X*

donde F : Q C R" — R, X* corresponde al conjunto de puntos
solucién del problema multiobjetivo

mXin (f(x), ..., f(x))

s.a x e X,
donde X = {x € R" | h(x) =0}, ;Vi=1,...,p, funciones
escalares, h funcién vectorial, todas funciones con dominios
convexos y de clase C! en ellos.
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Dado un vector de tolerancias € € R, el problema anterior
transformado resulta:

min F(x)

a,X

Ss.a Qi > €, Vi=1,...,p

P
E Qj = 15
i=1

p
X = arg mXin Z a;ifi(x)
i=1

s.a l:(x) =0,
x > 0.
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Métodos Implementados

Para la resolucién de este tipo de problemas, proponemos tres
métodos:

Método 1: Restauracién Inexacta 1 (RI1).
Método 2: Restauracién Inexacta 2 (RI2).
Método 3: Reformulacién KKT.
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Restauracién Inexacta 2 (RI2)
Métodos Implementados Reformulacién KKT

Experimentos computacionales

Método 1: Restauracién Inexacta 1

Fase de Restauracién: En esta fase, se busca x’ y los
multiplicadores de Lagrange i/, +' para el siguiente problema
parametrizado en &:

p
min Z&;ﬁ(x)
i=1
s.a h(x)=0,

x > 0.

llamaremos el punto obtenido en la fase de restauracién

y = (a,x',1/,+") punto intermediario, w = (a, x, it,7) y C(w) =0
las condiciones KKT del problema de segundo nivel en el punto w.
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Restauracién Inexata 1 (RI1)

Restauracién Inexacta 2 (RI2)
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Experimentos computacionales

C(w) = 0 el sistema de ecuaciones no lineales formado por las
restricciones C(x) = 0 junto con la restriccién referente al vector
de los alfas: > ;aj—1=0y, T=RP x Q x A con

(1, 7) € ACR™ x R

Fase de optimalidad:

mwin L(w, )
s.a wemn(y)nB(y)

P
> a1
i=1

x>0, a>ce,

donde L(w,\) = F(x) +C(w)™A, X € R2+m+1 B(y) es una
region de confianza alrededor del punto y, € € RP fijo y
m(y)={zeT|C'(y)(z-y) =0}
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Método 2: Restauracion Inexacta 2 Este método es una
variante del anterior. La fase de optimalidad resuelve el seguinte
problema:
min F(w)
w
s.a wemn(y)NB(y)

P
S o=t
i=1

x>0, a>c¢,

donde, w y T estan definidos como en el método anterior,
m(y)={zeT | C'(y)(z—y) =0}, B(y) es una regién de
confianza alrededor del punto y vy, € € §Ri+ fijo.
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Método 3: Reformulacion KKT
Aqui se minimiza la funcién de primer nivel sujeta a las condiciones
KKT del segundo nivel:

min F(x)
O[,X,[,L,’Y
S. a x € Q

P
ZO&,‘Zl
i=1
a€RP, yeR"
o> €
>0 aiVIi(x) + Vh(x)p — v =0
h(x) =0
vixi =0 Vi=1,...,n,
x; >0, v; >0, Vi=1,...,n.
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@ La gran ventaja de los métodos que usan RI es que ellos
consideran la estructura del problema de segundo nivel,
mientras que la reformulacién KKT no.
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Experimentos computacionales

@ Los problemas fueron divididos em dos grandes grupos:
o Cantidad de funciones objetivo del PM es fija asi como la
cantidad de variables del problema.
e Cantidad de funciones objetivo del PM es variable.
@ Ademids de eso, cada grupo fue diferenciado por tener
restricciones el PM o no, ademds de la caja.
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Restauracién Inexata 1 (RI1)
Restauracién Inexacta 2 (RI2)
Reformulacién KKT
Experimentos computacionales

Problema:
Funcién objetivo: F(x) = xZ + x3

Problema multiobjetivo:

min (fl(x)a"' 7fP(X))
X1,X2
2
s.a X + gXl <2
5X1 — X2 S 10
x1,x2 >0

donde

filxi,x0) = (x1—ai))2 + (2 — b)), Vi=1,---p
ai=2cos(0;))+1Vi=1,---,p
b =2sen(0;)+1 Vi=1---,p

0 = 2" (i - 1)
p

Q" ={(0,0)}.
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25 o ! &

Conjunto'eficiente

0.5F

Figura: llustracién de X*, con p = 3.
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@ Para resolver la fase de restauracién comenzamos usando
Restauracion Exacta.

o Con ciertos puntos iniciales el punto obtido en la fase de
restauracién era el mismo que el punto obtenido en la fase de
optimalidad.

@ El punto satisface la complementariedad estricta, pero desde
el punto de vista de la decisién original, corresponde a un
punto malo.
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Pregunta: jCudl fue la estrategia que usamos para contornar esta
dificultad?
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Restauracién Inexata 1 (RI1)

Restauracién Inexacta 2 (RI2)
Métodos Implementados Reformulacién KKT

Experimentos computacionales

Pregunta: jCudl fue la estrategia que usamos para contornar esta
dificultad?

Respuesta: Usamos Rl para resolver la fase de restauracidn, esto
es, hallamos el punto intermediario inexactamente sin agregar
variables de holgura en las restricciones de desigualdad, luego
perturbamos las restricciones de complementariedad.
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e El valor de la perturbacién es dado por: ( = x-v/n, donde x
representa las variables primales y v las varidbles duales del
problema de segundo nivel. Asi la complementariedad

xvi=0Vi=1,...,n
resulta
xivi—C¢C=0Vi=1,...,n,

Iuegox,-k;éOefy,!‘;éO Vi,

@ Luego en la linealizacién de esta ecuacién los valores de x; o
~; no son forzados a ser cero como sucedié con el problema
anterior.
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Experimentos computacionales

Luego surgieron dos variantes para los Métodos 1 y 2:

Variante 1:

Variante 2:

Resolver la fase de restauracién usando Restauracion
Exacta, que corresponde al propio método de
Restauraciéon Inexacta y llamamos esta variante
simplemente de RI.

Resolver la fase de restauracién usando Restauracion
Inexacta y perturbar la restriccién de
complementariedad asociada al problema de nivel
inferior, a esta variante la llamamos Restauracion
Inexacta Perturbada (RIP).
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Resultados

Resultados

@ En los experimentos preliminares, los tres métodos obtuvieron
la soluciéon del problema, mas cuando los problemas
aumentaron su complejidad los Métodos 1 y 2 fueron mejores.

@ Para los tests de los experimentos sistematizados elegimos
tres conjuntos de valores diferentes para las dimensiones de
los vectores v y x, es decir para py n.

@ Para cada uno, generamos 100 puntos iniciales de tres
maneras diferentes.

Ramirez - Andreani - Santos Reformulacién de un problema de PNL con restricciones PM
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Resultados

Graficos de desempefio y porcentajes de convergencia

@ A seguir se muestra el perfil de desempeno de los tiempos de
CPU utilizado por los tres métodos para satisfazer nuestros

criterios de convergencia, conforme es presentado por Dolan e
Moré.

@ La curva dibujada representa la funcién de distribuicién
acumulativa de desempefio del tiempo de CPU.
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Gréficos de desempenho dos experimentos sistematizados
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T

(a) Perfil de desempefio: tiempo de  (b) Porcentaje de convergencia
CPU

Figura: Graficos para problemas sistematizados sin restricciones.
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Figura: Graficos para problemas sistematizado con restricciones.
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Conclusiones y trabajo a futuro

@ Concluimos asi, que utilizar Rl es mejor que utilizar la
reformulaciéon KKT.

@ En el caso de existir restricciones es preferible utilizar RIP,
pues, es posible contornar los puntos indeseables y llegar a la
solucién del problema.

@ La estrategia de transformar el PM en un problema escalar
adecuado es muy favorable, porque permite abordar el
problema vectorial con muchos objetivos, lo que en general no
es posible por la complejidad que esto involucra.

Ramirez - Andreani - Santos Reformulacién de un problema de PNL con restricciones PM



Conclusiones y trabajo a futuro

Conclusiones y trabajo a futuro

@ Tambiém permite utilizar métodos de programacién no lineal
para resolver los problemas vectoriales a diferencia de la
mayoria de las propuestas que utilizan modelos heuristicos
para resolverlos.

@ Como trabajo a futuro, pensamos en investigar las
propriedades de la homotopia usada en la perturbacién de
forma exahustiva en otros problemas.
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Muchas gracias por su atencién!
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Tablas comparativas

Método 1 [ Método 2 Método 3
(p, n) PUNTOS AGP PUNTOS KKT
(5,10) 48.11% 48.88% 38.22%
(10, 15) 51.66% 51.88% 24.44%
(15, 30) 57.22% 57.66% 16.66%

Tabela: Tabla comparativa separando por dimensién. Problemas sin
restricciones.
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Conclusiones y trabajo a futuro

Método 1 [ Método 2 Método 3
Inicializacién PUNTOS AGP PUNTOS KKT
(a) 58.77% 59.88% 27.44%
(b) 56.11% 56.55% 16.22%
(c) 42.11% 42.22% 35.66%

Tabela: Tabla comparativa agrupando las dimensiones y separando por la

inicializacién adoptada. Problemas sin restricciones.
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Método 1 Método 2 Método 3
RI [ RIP RI [ RIP
(p, n) PUNTOS AGP PUNTOS KKT
(5,10) 37% 86.33% | 37.11% | 86.55% 15%
(10,15) | 44.44% | 85.88% | 44.77% | 84.55% 4.44%
(15,30) | 35.55% 93% 35.55% | 90.66% 2.33%

Tabela: Tabla comparativa separando por dimensién. Problemas con
restricciones.
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Conclusiones y trabajo a futuro

Método 1 Método 2 Método 3
RI [ RIP RI [ RIP
Inicializacao PUNTOS AGP PUNTOS KKT
(a) 37.33% | 88.44% | 37.33% | 86.33% 19.11%
(b) 17.33% | 96.55% | 17.66% | 95.44% 2.33%
(c) 62.33% | 80.22% | 62.44% 80% 0.33%

Tabela: Tabla comparativa agrupando las dimensiones y separando por la

inicializacién adoptada. Problemas con restricciones.

Ramirez - Andreani - Santos

Reformulacién de un problema de PNL con restricciones PM




	Introducción
	Introducción

	Programación Multiobjetivo
	Definición: Problema Multiobjetivo
	Puntos propiamente eficientes

	Reformulación de un problema de PNLM
	Métodos Implementados
	Restauración Inexata 1 (RI1)
	Restauración Inexacta 2 (RI2)
	Reformulación KKT 
	Experimentos computacionales 
	Resultados obtenidos

	Resultados
	Gráficos de desempenho dos experimentos sistematizados

	Conclusiones y trabajo a futuro
	Conclusiones y trabajo a futuro


