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Estimacion clasica del error.

Denotaremos por K a un cuadrildtero convexo arbitrario.

La estimacion clasica del error en la seminorma de H! usualmente se escribe como
lu — Qulg1 (k) < Chlulg2 (k) (1)

donde @ denota al operador de interpolacion de Lagrange de primer orden y h es el
didmetro de K.

e Se quiere que la constante C sea independiente de K.

e La convexidad de K no es suficiente para tener C uniformemente acotada.

@ Muchas condiciones sobre la geometria del elemento han sido introducidas a lo
largo del tiempo entre las cuales destacamos:

» La condicion de regularidad: existe una constante o que verifica
h
~<o (2)
P

siendo p el diametro de la bola mas grande contenida en K (escribiremos Reg(o)
cuando (2) suceda).
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> La doble condicion del dngulo: existen constantes ¥, y ¥ s tales que, cualquiera
sea el angulo interior 6 de K, se verifica

mac(Pm)
——N—
0<VYm <O< Yy <m.
—_————
MAC(Yn)

Cuando esta condicion se cumpla escribiremos DAC (Y, ¥pr)-
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> La doble condicion del dngulo: existen constantes ¥, y ¥ s tales que, cualquiera
sea el angulo interior 6 de K, se verifica
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Cuando esta condicion se cumpla escribiremos DAC (Ym, ¥ar)
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sin embargo, Reg # DAC

J
DAC # Reg

3/ 17



para alguna constante positiva C := C (o).
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Teorema
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[J] JAMET, P.: Estimation of the interpolation error for quadrilateral finite elements which
can degenerate into triangles, STAM J. Numer. Anal., 14, 925-930 (1977).

4/ 17



Teorema

Para un cuadrildtero K satisfaciendo Reg(o) vale la estimacion cldsica del error
|u - QU|H1(K) S Ch‘U|H2(K)

para alguna constante positiva C := C(o).

[J] JAMET, P.: Estimation of the interpolation error for quadrilateral finite elements which
can degenerate into triangles, STAM J. Numer. Anal., 14, 925-930 (1977).

[AD] ACOSTA G., DURAN R. G.: Error estimates for Q1 isoparametric elements satisfying
a weak angle condition, STAM J. Numer. Anal., 38, 1073-1088 (2000).

4/ 17



Teorema,
Para un cuadrildtero K satisfaciendo Reg(o) vale la estimacion cldsica del error
|u - QU|H1(K) S Ch‘U|H2(K)

para alguna constante positiva C := C(o).

[J] JAMET, P.: Estimation of the interpolation error for quadrilateral finite elements which
can degenerate into triangles, STAM J. Numer. Anal., 14, 925-930 (1977).

[AD] ACOSTA G., DURAN R. G.: Error estimates for Q1 isoparametric elements satisfying
a weak angle condition, STAM J. Numer. Anal., 38, 1073-1088 (2000).

Teorema

Para un cuadrildtero K satisfaciendo DAC (Ym,¥ar) vale la estimacion cldsica del
error

|u - QU|H1(K) S C’h\u|H2(K)

para alguna constante positiva C := C(Ym, V).

4/ 17



Teorema,
Para un cuadrildtero K satisfaciendo Reg(o) vale la estimacion cldsica del error
|u - QU|H1(K) S Ch‘U|H2(K)

para alguna constante positiva C := C(o).

[J] JAMET, P.: Estimation of the interpolation error for quadrilateral finite elements which
can degenerate into triangles, STAM J. Numer. Anal., 14, 925-930 (1977).

[AD] ACOSTA G., DURAN R. G.: Error estimates for Q1 isoparametric elements satisfying
a weak angle condition, STAM J. Numer. Anal., 38, 1073-1088 (2000).

Teorema

Para un cuadrildtero K satisfaciendo DAC (Ym,¥ar) vale la estimacion cldsica del
error

|u - Qu|H1(K) S C’h\u|H2(K)

para alguna constante positiva C := C(Ym, V).

[AM] ACOSTA G., MONZON G.: Interpolation error estimates in WP for degenerate Q1
isoparametric elements, Numer. Math., 104, 129-150 (2006).

4/ 17



Diremos que K es una perturbacion de un rectingulo si existe Fi : K= [0, 1]2 — K
tal que

4
Fre(#,9) = (ad, bg) + > a' i@, 7) (b<a)
i=1
donde &5} denota la funcién base sobre K asociada al vértice V;
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verifica la DAC.

Si K es la perturbacién de un rectangulo en el sentido antes descrito, entonces K

Para un cuadrildtero K satisfaciendo (3) y (4) vale la siguiente estimacidn
anisotrdpica del error

[u — Qu|g1 (k) < C [a 102, Vull 2.y + 0 ||amzvu||L2(K)}

para alguna constante positiva C := C(ao, a1, az).
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Si K es la perturbacién de un rectangulo en el sentido antes descrito, entonces K
verifica la DAC. J

Teorema

Para un cuadrildtero K satisfaciendo (3) y (4) vale la siguiente estimacidn
anisotrdpica del error

lu — Qu\Hl(K) <C [a [0z, vu”L2(K) +b ||812VUHL2(K)] (5)

para alguna constante positiva C := C(ao, a1, az).

i

[Ap] APEL TH.: Anisotropic finite elements: Local estimates and applications. Adv. in Num.
Math., B. G. Teubner, Stuttgart, Leipzig (1999).

6/ 17



Para un cuadrildtero K satisfaciendo la doble condicion del dngulo DAC (tm,¥ar)
vale la siguiente estimacion anisotrdpica del error

Ju = Quli sy < C [ 100 Yl ey + Vol 100 Vet 2|
K.

para alguna constante positiva C := C(¢Ym,¥n) donde li y lo son dos lados
adyacentes de K tal que el paralelogramo generado por l1 y la contiene enteramente a

(6)
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caracterizacion:

Para elementos lo suficientemente chatos (anisotropicos) se tiene la siguiente

Sea K un cuadrildtero anisotrdpico. Entonces K es la perturbacidn de un rectdngulo,
st y solo si, K verifica la condicion del dngulo doble.
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Convenciones:
e Diremos que dos cuadrilateros K1 y K2 son equivalentes, K1 ~ Ko, si existe un
para alguna constante C tal que L(K;) = Ko.

mapeo lineal L determinado por una matriz B satisfaciendo ||B]|,||B~'|| < C
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Convenciones:

e Diremos que dos cuadrilateros K1 y K2 son equivalentes, K1 ~ Ko, si existe un

mapeo lineal L determinado por una matriz B satisfaciendo ||B]|,||B~'|| < C
para alguna constante C tal que L(K;) = Ko.

e Usaremos K (a, b, @,b) para denotar al cuadrilatero convexo de vértices
W= (010)7 Vo= (a,O), Vs = (&,b) yVa= (Oab)

Vi=(0,b)

Vs = (a,b)

Vi=(0,0)




(D1)
Y

Sea K un cuadrildtero arbitrario. Entonces K satisface DAC (Ym,¥um), siy sdlo si,
es equivalente a un elemento K = K(a,b,a,b) verificando

aja<1, b/b<1

(7)

1
D2 —— < C 8
(D2) < ®)
donde C' es una constante positiva y 7y es el dngulo senalado en la figura.
(beot(53),b) (0,b)
L |lsin(3) = b
iep- ( ; cotl(B) )
e
(0,0) Iy (a.0)

0.0 (.0)
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Dado que l1 = (a,0) y lo = (beot(B),b), es inmediato verificar
a0z, 0 =1 -(VvoL)=|l1|o,vol 'y bIz,0=1-(VvolL)=]|lz|0,voL.
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Sean K, K dos cuadrildteros convezos, y sea L: K — K un mapeo_afin
L(X) = BX + P. Asumamos que L(K) =K, ||B||,|B~!|| < C. Si Q denota la
O1 -interpolacion sobre K yu = uo L~ entonces

Finalmente, si la siguiente estimacion anisotrépica del error valiera sobre K
[ = Qtl i ey < Cit [0102, Vil 2 ey + 192Vl o )|

entonces

IA

Cr (a9, Vall 2 e, + b 1107, Vil 2 )|
= C1||l] HallquLQ(K) + |l2] Hal2quL2(K)] :

lu — Qul 1 (1) < ColT — Qul 1 7,
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Para cualquier cuadrildtero convezo K(a,b, a, l~)) satisfaciendo [D1, D2'], emiste otro
elemento equivalente del mismo tipo que también satisface [D1, D2'] (con las mismas
constantes), para el cual & > 1

SIE]
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Para cualquier cuadrildtero convezo K(a,b, a, l~)) satisfaciendo [D1, D2'], emiste otro
elemento equivalente del mismo tipo que también satisface [D1, D2'] (con las mismas
constantes), para el cual & > 1

SIE]

Sea K (a,b,a,b) un cuadrildtero conveso verificando [D1, D2'], entonces b < Ca.
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Para cualquier cuadrildtero convezo K(a,b, a, l~)) satisfaciendo [D1, D2'], emiste otro

elemento equivalente del mismo tipo que también satisface [D1, D2'] (con las mismas
constantes), para el cual & > %

Sea K (a,b,a,b) un cuadrildtero conveso verificando [D1, D2'], entonces b < Ca.

Gracias a los lemas previos, si K(a,b,a, l~)) satisface [D1, D2'], asumiremos
1/2 <aja<1,

b/b<1 y bla<C.

«O)>r «F»>» «=)»r 4 » Q>
P e T A



Si K werifica DAC (Ym,¥m) entonces K es equivalente a un cuadrildtero del tipo
K(a,b,a,b) el cual satisface alguna de las siguientes condiciones
(1) es reqular cuando a ~ b o

(2) degenera en el rectdngulo anisotrépico Ray = K(a, b, a,b) cuando b << a.

it
-
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(2) degenera en el rectdngulo anisotrépico Ray = K(a, b, a,b) cuando b << a.
Demostracion. Ya vimos que K es equivalente a un elemento del tipo K(a, b, a, 5)
verificando [D1, D2'] para el cual
1/2<aja<1, b/b<1 y bla<C.
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Si K werifica DAC (Ym,¥m) entonces K es equivalente a un cuadrildtero del tipo
K(a,b,a,b) el cual satisface alguna de las siguientes condiciones
(1) es reqular cuando a ~ b o

(2) degenera en el rectdngulo anisotrépico Ray = K(a, b, a,b) cuando b << a.
verificando [D1, D2'] para el cual

1/2<aj/a<1, b/b<1
tanto, K(a,b,a, l~)) es regular.

y
Si a ~ b, el triangulo A(V1VaVy) es regular y esta contenido en K (a, b, d, b); por lo

@b
b/a < C.
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Si K werifica DAC (Ym,¥m) entonces K es equivalente a un cuadrildtero del tipo
K(a,b,a,b) el cual satisface alguna de las siguientes condiciones
(1) es reqular cuando a ~ b o

(2) degenera en el rectdngulo anisotrépico Ray = K(a, b, a,b) cuando b << a.
verificando [D1, D2'] para el cual

a,b
1/2<aja<1, b/b<1 y bla<C.
Si a ~ b, el triangulo A(V1VaVy) es regular y esta contenido en K (a, b, d, b); por lo

tanto, K(a,b,a, l~)) es regular. Si a y b no son comparables, podemos asumir ¢ — oo.
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3. Caracterizacion.

Lema

Si K werifica DAC (m,¥m) entonces K es equivalente a un cuadrildtero del tipo
K(a,b,a,b) el cual satisface alguna de las siguientes condiciones

(1) es regular cuando a ~ b o

(2) degenera en el rectingulo anisotrépico Rq, = K(a,b,a,b) cuando b << a.

Demostracion. Ya vimos que K es equivalente a un elemento del tipo K(a, b, a, l;)
verificando [D1, D2'] para el cual

1/2<afa<1, b/b<1 y bla<C.

Si a ~ b, el triangulo A(V1V2V4) es regular y esta contenido en K (a, b, a, l~)), por lo
tanto, K(a,b,a,b) es regular. Si a y b no son comparables, podemos asumir § — oo.
Sea ¢ el angulo entre V1V, y V2Vi, entonces tan(d) = ¢ por lo que § — 5. Dado que

d < B4 < % siendo f4 el angulo interior de K(a,b, a, b) en Vi, sigue que B4 — 7/2, 0
sea b — b.
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Lema

Si K werifica DAC (m,¥m) entonces K es equivalente a un cuadrildtero del tipo
K(a,b,a,b) el cual satisface alguna de las siguientes condiciones

(1) es regular cuando a ~ b o

(2) degenera en el rectingulo anisotrépico Rq, = K(a,b,a,b) cuando b << a.

Demostracion. Ya vimos que K es equivalente a un elemento del tipo K(a, b, a, l;)
verificando [D1, D2'] para el cual

1/2<afa<1, b/b<1 y bla<C.

Sia ~ b, el triangulo A(V1V2V4) es regular y esta contenido en K(a, b, a, l~)), por lo
tanto, K (a,b,d,b) es regular. Si a y b no son comparables, podemos asumir % — oo.
Sea ¢ el angulo entre V1V, y V2Vi, entonces tan(d) = ¢ por lo que § — 5. Dado que
d < B4 < % siendo f4 el angulo interior de K(a,b, a, IN)) en Vi, sigue que B4 — /2, 0
sea b — b.

Sea w el dngulo entre VoVs y V3(a,0); entonces tan(w) = 7% > & (1 — 2). Como

w < Cy < § (gracias a que K(a,b,a,b) verifica la MAC) sigue que t(1-9)<cC
para alguna constante C; por lo tanto, 1 —a/a — 0 (o0 sea @ — a). O
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La estimacion anisotropica tiene sentido en elementos que no son regulares y, bajo la
DAC, podemos reducir el estudio a elementos del tipo K(a,b,d,b) verificando
1/2<a/a<1yb/b<1conb<< a. Asumiremos (&,b) # (a,b).
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La estimacion anisotropica tiene sentido en elementos que no son regulares y, bajo la
DAC, podemos reducir el estudio a elementos del tipo K(a,b,d,b) verificando
1/2<a/a<1yb/b<1conb<< a. Asumiremos (&,b) # (a,b).

Para precisar en qué sentido entendemos b << a, asumiremos la existencia de € < 1
verificando

1—e€
e l-e .
bja < 2tan(m — Yar) St

& < tan(r — ¥ar)

(10)
1—¢ . a—d
b/CL S m S1 > tan(7r - wM)

o

2
<
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4. Concluyendo resultados.

La estimacion anisotropica tiene sentido en elementos que no son regulares y, bajo la
DAC, podemos reducir el estudio a elementos del tipo K (a, b, a,b) verificando
1/2<a/a<1yb/b<1conb<< a. Asumiremos (a,b) # (a,b).

Para precisar en qué sentido entendemos b << a, asumiremos la existencia de € < 1
verificando

b/a < m si “gﬁ < tan(m — ¥m)
(10)
b/a < m si 952 > tan(m — ).
Asumiremos también
1/2<aja<1, 1—¢/4<b/b<1. (11)
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DAC, podemos reducir el estudio a elementos del tipo K (a, b, a,b) verificando
1/2<a/a<1yb/b<1conb<< a. Asumiremos (a,b) # (a,b).
Para precisar en qué sentido entendemos b << a, asumiremos la existencia de € < 1
verificando
bla< — "€ G e < tan(r — pu)
— 2tan(m — Yum) b=

(10)
1—c¢ : a—a
(IS m S1 5 >ta.1'l(ﬂ'—¢M).

b/
Asumiremos también

1/2<aja<1, 1—¢/4<b/b<1. (11)

Sea K = K(a,b,a,b) un cuadrildtero convezo verificando (10) y (11), entonces K
satisface (3) y (4) o, equivalentemente, K es la perturbacion de un rectdngulo.
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Sea K un cuadrildtero anisotrépico. Entonces K es una perturbacion de un
rectangulo, si y solo si, K verifica la condicién del dngulo doble.
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Sea K un cuadrildtero anisotrépico. Entonces K es una perturbacion de un
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DAC) y |l1| << |l2| en el sentido inducido por (10).
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Sea K un cuadrildtero anisotrépico. Entonces K es una perturbacion de un
rectangulo, si y solo si, K verifica la condicién del dngulo doble.
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<: Es necesario precisar en qué sentido K es anisotrépico: informalmente hablando,
lo es si el paralelogramo determinado por /1 y l2 cumple mac (por lo tanto
DAC) y |l1] << |l2| en el sentido inducido por (10). Luego,
K anisotropico cumpliendo DAC = K ~ K(a,b,a, ZN)) con K(a,b,a, ZN))

cumpliendo (10) y (11) = K (a, b, @,b) es la perturbacion de un rectangulo = K
es la perturbacion de un rectdngulo. OJ
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Teorema

Para un cuadrildtero K satisfaciendo la doble condicion del dngulo DAC (m, ¥ar)
vale la siguiente estimacion anisotrdpica del error

lu — Qulpi(xy < C [|l1| Hahv“”L?(K) + L] ||alzvu”L2(K)] (12)

para alguna constante positiva C := C(Ym,¥n) donde 11 y lo son dos lados
adyacentes de K tal que el paralelogramo generado por l1 y la contiene enteramente a
K.

v
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Demostracion.

e K cumpliendo DAC < K ~ K(a,b,a,b) con K(a,b,a, l~7) regular o siendo la
perturbacién de un rectangulo.

16 / 17



Teorema

Para un cuadrildtero K satisfaciendo la doble condicion del dngulo DAC (m, ¥ar)
vale la siguiente estimacion anisotrdpica del error

lu — Qulpi(xy < C [|l1| Hahv“”L?(K) + L] ||alzquL2(K):| (12)

para alguna constante positiva C := C(Ym,¥n) donde 11 y lo son dos lados

adyacentes de K tal que el paralelogramo generado por l1 y la contiene enteramente a
K.

v

Demostracion.

e K cumpliendo DAC < K ~ K(a,b,a,b) con K(a,b,a, l;) regular o siendo la
perturbacién de un rectangulo.

e El error sobre K vale si el error sobre K(a,b,a, 5) vale.

16 / 17



Teorema

Para un cuadrildtero K satisfaciendo la doble condicion del dngulo DAC (m, ¥ar)
vale la siguiente estimacion anisotrdpica del error

lu — Qulpi(xy < C [|l1| Hahv“”L?(K) + L] ||alzquL2(K):| (12)

para alguna constante positiva C := C(Ym,¥n) donde 11 y lo son dos lados
adyacentes de K tal que el paralelogramo generado por l1 y la contiene enteramente a
K.

V.

Demostracion.

e K cumpliendo DAC & K ~ K(a,b,a, l;) con K(a,b,a, l~7) regular o siendo la
perturbacién de un rectangulo.

e El error sobre K vale si el error sobre K(a,b,a, 5) vale.

e El error sobre K(a,b,a,b) vale: si es regular, por resultado de Jamet; si es
perturbaciéon de un rectangulo, por resultado de Apel. OJ
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