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Motivacién

Formulacién débil del problema: Hallar u € V' = H}(0,1) tal que
a(u,v) = (f,vy, YveV

Donde

a(u,v) :/0 p(x)u'(z)v' (z) dz —I—/O q(z)u(z)v(z) dz, con u,v € V.
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Método de Galerkin

Encontrar u,, € V,, C V tal que
a(un,v) = (f,v), Yvey,

Sea{¢1, ..., o} base de V,,,

n
un =05 &
j=1

> ajaley,¢) = (f.¢:1) Vie{l,2,..,n}
j=1

Ka=R
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Resolucion del sistema K o = R

Propiedades que interesan:
e Bajo costo computacional.
e K: matriz esparcida.
e K: nimero de condicién pequeno.

* up =) 5_; @; ¢; buena aproximacién de u.

Qué subespacios V;, convienen? (—{ Anilisis multirresolucién
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Anlisis de multirresolucién sobre L?(R)

CVaoCcVoycVocViCcVaC... V;CL*R), j€Z

o NV, ={0}, UV, = LR
® f(2) € V) <= f(22) € Vi1, jEL.

© o(x) € Vp funcidn de escala, sus traslaciones son una base de Vj.

o {pjn(x) =22¢(2x — k), k € Z} = V; = span{p; 1k € 7}
e Espacios wavelets W;: complemento ortogonal de V; en V;y,

Vi =V; & W

o Existe 1. wavelet
{jn(x) = 2022z — k) : k € Z} = W; = span{v; x, k € Z}
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Splines cubicos de Hermite

(z +1)2(1 — 22) z € [-1,0] /\
¢1(x) := { (1—2)202z+1) x €[0,1] e
0 cc ,
z(x +1)? z € [—1,0] o
d2(z) = { z(1 — x)? z €[0,1] o —
0 cc -

b0 =1, 6(0)=0, $(0)=0, oh(O)=1

Vo es el espacio generado por las traslaciones de ¢1 y ¢s.
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Hacia la construccidn de wavelets

Consideremos
Vi=Vod Wy

Se desea encontrar una wavelet tal que

(Y1(2), @i (x = k) = (¥5(x), ¢ (x — k))
(Wi(2), ¢h(x — k) = (dy(z), 5z — k) =

0,
0 Vk € 7.

Supongamos que

U(z) = [bi(k)¢1(2x — k) + ba(k)pa(22 — k)], x €R.
kEZ
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Fijado [ € Z se tiene,

(W' (2), ¢1(x — 1)) = <Z [b1 (k)1 (22 — k) + b2 (k)¢5 (22 — k)], ¢ (z — l)>

kEZL

= bi(k) (#1122 — k), $1(z — D)) + D ba(k) (¢5(22 — k), ¢ (z — 1)) .

keZ kEZ

(V' (2), dh(x — 1)) = <Z [b1 (k)¢ (22 — k) + b2 (k)¢5 (2 — k)], ¢ (a — l)>

keZ

= bi(k) (8122 — k), ph(x — D)) + D ba(k) (¢5(2z — k), ¢h(z — 1))

kEZ keZ

Calderén- Martin- Vampa Construccién de multiwavelets 8 /22



AMR y wavelets

Universidad Nacional de La Plata

leZ

(W (), py (@ — 1)) = % [—21 by (20 — 2) + 42 by (21) — 21 by (20 + 2)
—3b2(20 —2) +4 bo(20 — 1) — 4 bo(20 + 1) + 3 ba (21 + 2)]

1
(W' (z), ph(z — 1)) = 0 [33 b1 (20 —2) — 60 by (20 — 1) +60 by (20 + 1) — 33 by (21 +2)
+ 4 ba(20 —2) — 12 ba(20 — 1) + 28 bo(21) — 12 b (20 + 1) + 4 b2 (21 + 2)]

Ahora debemos hallar las sucesiones by y bo.
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Llamamos
qll(z) = Z b1(21 + 1)2’2l+1, qlg(z) = Z b1(21)22l
ez ez
g21(2) = Z bo(2 + 1)2%+, q22(2) = Z b (20) 2%
leZ ez
B(2)(q11(2), q12(2), ¢21(2), g22(2))" =0
donde
0 —2122 4+42-21272 4(z—271) —3(22 - 272)
B(z) =
—60(z — 27 1) 33(22 — 272) —12(z+271) 422 +28+ 4272
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Se tienen dos soluciones independientes:

q11(2) —2(z+271) q11(2) 271l —2
q2(2) | _ 4 q2(2) | _ 0
g21(2) 21(z —271) | q21(2) 9(z+27")
q22(2) 0 q22(2) 12

Y1 (2) = =261 (22 + 1) + 461 (22) — 261 (22 — 1) — 212 (2 + 1) + 212 (22 — 1)

Po(x) = p1(2x + 1) — g1 (22 — 1) + 92 (22 + 1) + 12¢2(22) + 9p2(2z — 1)
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11 y 1o tiene soporte en [—1,1].

Las traslaciones de ellas generan el espacio Wj.

Son ortogonales respecto al producto interno de las derivadas,
/ /
(u',v').

e 1)1 es simétrica y 1 es antisimétrica.

4
3
1
0

El

3

4

Figura: Wavelets ¥1 y 2.
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Base de wavelets

{p1(22—k) 1 k=1,..,27 =1} U{¢2(22 — k)|0.1) : k= 0,...,27}
base de V;

{1z —k):k=1,..,2" =1} U{g2(2z — k)|(0,1) : k=0, ...,27}
base de W}

015 T T T T

A~

Figura: Funciones base del espacio Vi y Wi.
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Base de wavelets

{p1(22—k) 1 k=1,..,27 =1} U{¢2(22 — k)|0.1) : k= 0,...,27}
base de V;

{1z —k):k=1,..,2" =1} U{g2(2z — k)|(0,1) : k=0, ...,27}

base de W}
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Figura: Funciones base del espacio Vi y Wi.
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Aplicaciones

Consideremos el problema de Dirichlet

{ —u” =f en(0,1)
uw(0)=u(l) =0

donde f(x) = (53,7 m)?sin(53,7 wx) + (2,3 7)%sin(2,3 mx), = € (0,1).

Vigr :=Vi+ Wi+ Wy + ...+ W;, cuyabase {g1,92...,90i+1}

2J+1
Sea u; = ) «;g;, la aproximacién de Galerkin queda discretizada como
i=1
2J+1
S g =g, f), 1=1,.,2"
i=1

La matriz de rigidez K; = ({9}, 9i)); <, ;i<2i+1 €S diagonal por bloques.

Por otra parte cada bloque es una matriz banda.
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Condicionamiento

El nimero de condicién k = ~™ de la matriz K
esta uniformemente acotado.
J 6 7 8 9 10 11 12

Nmaw  1,6780 1,5787 15789 15789 1,5780 1,5789 1,5789
Amin 04220 04213 1,5789 04211 0,4211 0,4211 0,4211
ko 3,7397 37474 3,7494 3,7498 3,7498 3,7498 3,7498

Cuadro: Numero de condicién de la matriz K
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La solucién exacta del problema es

u(z) = sin(53,7mx) + sin(2,37x), x € (0,1).

El error relativo estd dado por e; =

J
6 | 1.210 x 1072
7 | 1.326 x 1073
8 | 1.082x 107*
9 | 7.358 x 10~¢
10 | 4.705 x 10~ 7
11 | 2.958 x 10~8
12 | 1.852 x 107°
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Solucidén exacta

05}

DEF -

2 I 1 1 1 1 1 I 1
0 01 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura: u(z) = sin(53,7wx) + sin(2,37z)

Calderén- Martin- Vampa Construccién de multiwavelets 18 / 22



Calderén- Martin- Vampa Construccién de multiwavelets



Aplicaciones

Calderén- Martin- Vampa Construccién de multiwavelets 19 / 22



Aplicaciones

Universidad Nacional de La Plata

05F

N6 -

0 01 02 03 04 06 06 07 08 09 1
6

Calderén- Martin- Vampa Construccién de multiwavelets 19 / 22



Aplicaciones

Universidad Nacional de La Plata

Solucion aproximada j=6
T T T T T

115 B

1.06- B

1 1 1 1 | 1
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
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Conclusiones

e Se constuyeron wavelets ortogonales respecto al producto interno
(u', 0"y,

La matriz K; es una matriz diagonal por bloques.

e Posee nimero de condicién acotado.

u; una buena aproximacién de u.
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Trabajo actual

Trabajo Actual

Construir wavelets que satisfagan el requerimiento de ortogonalidad dado
por:

a<1[}1’¢m(l‘fk')>:a<1/)27¢m(x7k)> :05 m:1,2,VkEZ,

donde a es la forma bilineal dada por

1 1
a(u,v) = / u'v'dx +/ u v dx
0 0
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