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PROBLEMAS VARIACIONALES
Hallar y € E, tal que minimice o maximice el funcional
b
3 = [ Loxyy)ae
donde L es un Langrangiano y

E={y:[ab = R:yy €C(ab)}
con las condiciones de contorno

y(@) =Ya Y(b) =¥p

=0
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PROBLEMAS VARIACIONALES | SOPERIMETRICOS
Hallar y € E, tal que minimice o maximice el funcional
b
3 = [ Loxyy)ae
donde L es un Langrangiano y

E={y:[ab = R:yy €C(ab)}
con las condiciones de contorno

y(@) =Ya y(b) = yb
Y una restriccion integral

)= [ Gy d=c

Ecuacion de Euler-Lagrange — % (
donde F=L—-AG.

OF\ OJF _
oy ) oy —



INTEGRACION Y DERIVACION FRACCIONARIA

¢, Se puede hallar la derivada de orden % de cierta funci 6n?
¢Y laintegral M—ésima?

@ Origen: (1695) Leibnitz introduce la nocion de la derivada de orden n
de una funcion gxn y en una correspondencia con L'Hopital plantean la
cuestion del posible significado de la derivada de orden nsin=1/2.
(Siglo XIX) Lacroix, Euler, Fourier, Laplace, Liouville, Riemman,
Lagrange, Abel, entre otros, amplian el concepto de derivacion e
integracion fraccionaria para 6rdenes no enteros.

@ Prop 6sito: siendo una extension del calculo tradicional, se ha
empleado con éxito en el modelado de fendbmenos y sistemas fisicos.
Contrariamente al caso entero, la derivada fraccionaria es un operador
no local, esto convierte a las ecuaciones diferenciales fraccionarias en
buenas candidatas para la modelizacion de fenbmenos con memoria.

@ Aplicaciones: modelos de transferencia del calor que admiten historial,
viscoelasticidad, circuitos eléctricos, quimica electronica, economia,
biologia, etc.



Los operadores integrales fraccionarios de Riemann-Liouville de
orden o aizquierda y a derecha, estan definidos por:

000 = g [ 876 e
y
b
IEN0) = g7 [ €07 &) o8

respectivamente.



Los operadores diferenciales fraccionarios de Riemann-Liouville
de orden a a izquierda y a derecha, estan definidos por:

dn

aDg = % o al)r:_a
y n
D = (-1 o ape

respectivamente donde n= [a].



Los operadores diferenciales fraccionarios de Riemann-Liouville

de orden a a izquierda y a derecha, estan definidos por:
dn
X

’ a n dn
XDb = (—1) %O X

a . n—a
aDX . o alx

| n—-a
b
respectivamente donde n= [a].

Los operadores diferenciales fraccionarios de Caputo de orden o
a izquierda y a derecha, estan definidos por:
dn

Cha ._ |n-a
aDx = alx °

’ Cnha n—a ndn
xDp = xlb_ o(-1) axn

respectivamente donde n= [a].



ALGUNAS PROPIEDADES

Una diferencia importante entre las derivadas fraccionarias de
Riemann-Liouville y de Caputo es que, siendo K una constante arbitraria

resulta:
°DIK =0 DAk =0
mientras que,
DIK=——(x—a) ¢ D"K:L(b—x)*“
R () T F(1-a)

aD§ (x—a)" 1 =0 xDf (b—x)*1 =0



INTEGRACION PORPARTES FRACCIONARIA

SeaO<a<1yf,g:[ab —R,f,geClab]. Entonces,

b
a

b b
[ a008§DEr 0 dx= [1(0xDE G0 e+ 3 g091 ()|

b
a

b b
| a0$DET09 = [ F(0aDEg00 B~ [alk G00f ()
Ademas, si f(a) =f(b) =0, se tiene

/g X) DI (x) dx = /f )xDEg(x)

b b

| 9§D dx= [ 1(x)aDEgx)cx
a a




PROBLEMAS VARIACIONALES FRACCIONARIOS
Hallar y € $E, tal que minimice o maximice el funcional

b Cpha
3y) = [ Loxy. §DSy) o
donde L es un Langrangiano y
JE={y:[ab] > R:$DJye C([ab])}

con las condiciones de contorno: y(a) = ya y(b) =y

@ Agrawal O.P.,2002

oL JL
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@ Lazo M.,Torres D.,2013
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PROBLEMAS | SOPERIMETRICOSFRACCIONARIOS
Hallar y € $E, tal que minimice o maximice el funcional

b Cpha
3y) = [ Loxy. §DSy) o
donde L es un Langrangiano y
JE={y:[ab] > R:$DJye C([ab])}

con las condiciones de contorno: y(a) = ya y(b) = yp
Y con una restriccion integral: 1 (y) = f;’G(x,y, CDgy)dx=c

@ Agrawal O.P.,2002
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@ Lazo M., Torres D.,2013
Ecuacion de Euler-Lagrange Fraccionaria utilizando s6lo Derivadas de
caputo — 2F fopg _9F__
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PROBLEMAS VARIACIONALES FRACCIONARIOS CON
DERIVADAS CLASICAS Y DE CAPUTO

Hallar y € $E', tal que minimice o maximice el funcional:

/ L(x.y.y. SDFy) dx
donde L es un Langrangiano suficientemente bueno y
JE'={y:[ab] > R:yeC((ab]), §D{ye C([a b))}

con las condiciones de contorno: y(a) =ya y(b) =yp

(Odzijewicz T., Malinowska A.,2011) Siy es maximo o minimo de J en JE'
sujeto a las condiciones de contorno y(a) = ya Y(b) = yp , entonces y satisface
la ecuacion diferencial fraccionaria de Euler-Lagrange:

oL _d oL\ e 0L g
oy dx\ay ) "~ boCDgy



PROBLEMAS |SOPERIMETRICOSFRACCIONARIOS CON
DERIVADAS CLASICAS Y DE CAPUTO

Hallar y € $E', tal que minimice o maximice el funcional:
/ L(xy.y SDy) dx
donde L es un Langrangiano suficientemente bueno y
9E' ={y:[ab] = R:ye CY([ab]), $DIy e C([a,b])}

con las condiciones de contorno: y(a) =ya y(b) =yp
y una restriccion integral: 1(y) = j;’G(x,yy CDly)dx=c

@ Odzijewicz T., Malinowska A.,2011

Ec. de Euler-Lagrange Fraccionaria — BF - & ( y,> + xDg chay =0
conF=L-AG.




PROBLEMAS |SOPERIMETRICOSFRACCIONARIOS CON
DERIVADAS CLASICAS Y DE CAPUTO

Hallar y € $E', tal que minimice o maximice el funcional:
/ L(xy.y SDy) dx
donde L es un Langrangiano suficientemente bueno y
9E' ={y:[ab] = R:ye CY([ab]), $DIy e C([a,b])}

con las condiciones de contorno: y(a) =ya y(b) =yp
y una restriccion integral: 1(y) = j;’G(x,yy CDly)dx=c

@ Odzijewicz T., Malinowska A.,2011

Ec. de Euler-Lagrange Fraccionaria — BF - & ( y,> + xDy chay =0
conF=L-AG.




ECUACIONES DEEULER-LAGRANGE FRACCIONARIAS
EN FORMA INTEGRAL

LEMA

(Lazo M., Torres D.,2013) Sea g una funcion derivable en [a,b] con
g(a)=9g(b) =0, y seaf € Ly([a b)) tal que existe un nimero € € (a,b] con
|f(x)| < c(x—a)P para todo x € [a,€] donde ¢ >0y B > —a son constantes.
Entonces

al? (f(x)gogg(x)) —0=f=K

donde K es una constante.

Observacion: Siendo la definicion de integral fraccionaria de
Riemman-Liouville

AZ10100 = g [ 0= 81 (E) e

Notemos que podemos escribir al funcional J como

3= [ L (k. §08y) o= renalf [0 (¥ §DFY)|



TEOREMA

Sea J un funcional de la forma
b
39 = [ L (%Y. §D8y) dx=T(@)alg [(0—x> L (x.y.y. §DFy)]

definida en la clase de funciones y € JE/, y donde L € C1([a,b) x R®) es
derivable con respecto a todos sus argumentos. Si y es extremo de J
entonces satisface la siguiente ecuacion de Euler-Lagrange fraccionaria en

forma integral:
|a% — |UE % + oL _ &
Xbgy Xbdx\agy ) aSDIy (b—x)i-a

para todo x € [a,b), donde K es una constante.




DEMOSTRACION

Sea y* un extremo de J dado.

Definimos la familia de funciones y(x) = y*(x) + en(x) (1),

donde ¢ es constante, y n € C1([a,b]) es una funcion arbitraria que satisface
las condiciones n(a) = n(b) =0.

1),n(@@=nb)=0 = yes admisible :
y*(a) =Ya,¥*(b) =Y y € CH([abl),y(@) = ya,y(b) = yp
Notaremos L[y] = L(x,y,y, $DZy).

y* es un extremo del funcional J = 8J[y*| =0

83y ] =lime o (7 LIk~ 2L Jox)
o[ @Y O cpa o, LY
- It <n(><) 5y 005+ §DEN (Y (,(cDay)>dx

=0



Llamemos
A= 2 (n0 % ) B= 12 (000 B2 €= 2 (§DYN () 5555k )

Utilizando el hecho de que XDg Xlg =1, las condiciones de homogeneidad
sobre ] e integracion por partes obtenemos:

A = n(x)ag—y’f])dx
:.f n(x)ngxlg%)dX
= 2 (§Dgn00g 250T) ax

Similarmente,

b b(n(x)da"m)dx
=~ 12 (700,18 & T ) o

= I gD“n( X) 1 & %) ax




Llamemos
A= 12 (n0%50 ) ax B= 2 (00 B ) ax = 12 (6080 (x) 5L ) ok

Utilizando el hecho de que ng xlg =1, las condiciones de homogeneidad
sobre 1] e integracion por partes obtenemos:
A = n(x)aL—m) dx
= J2 (0D 1 %5 ) ax

= 12 (£0¢n (x5 ) ax

Similarmente,

0
2
== 12 (n09xDg A1 & %)) ox
= 2 (D2n100xg & G )




Asi obtenemos

Cnha a OLIY'] a d ILly'] oLy
A+B+C= / DS (){le oy o a(ngy*)}dX

Y podemos escribirlo como

a a aOLY] o doLly] oL[y"] —a| _
M(a)alg CD n(x )(le ay* 7X'bdfx oy +a(ngy*)>(bX)l =0

f
Como L € CY(]a,b) x R%) tenemos que f es acotado en un entorno
suficientemente pequefio de ay tomando 3 = 0> —a, se verifican las
hipotesis del lema anterior y obtenemos que existe K constante tal que

(ledL[y"] o doLly], aLly] >(b_x)1aK

ay- 5 dx dy* ' 9 (§Dgy")



ECUACIONES DEEULER-LAGRANGE UTILIZANDO SOLO
DERIVADAS DE CAPUTO

TEOREMA

Si'y es maximo o minimo de J en E’ con L € C? ([a,b] x R3) sujeto a las
condiciones de contorno y(a) = ya y(b) = yp, entonces y satisface la ecuacion
diferencial fraccionaria de Euler-Lagrange:

oL _d (0L\ cpa oL
dy dx\ay ) * PaSpgy




DEMOSTRACION

Considerando la ecuacion de Euler-Lagrange obtenida en el teorema
anterior, aplicamos de ambos lados de la igualdad la derivada de Caputo por
derecha, obtenemos

oL d /oL oL K
Cnha a%- oMY [ OL _ Cpha
XDb(X'bay X'bdx<av>+aaCDgy) XDb(w—x)l*a)

Tomando limite cuando x — b, observemos que el lado izquierdo converge
pues L € C?([a,b] x R®) e y € C([a,b]). Por otro lado, el lado derecho diverge
cuando x— by K #0.

Con esto concluimos que entonces debera ser K = 0.

Por ltimo, utilizando que QDg Xlg =| obtenemos

oL _d 0L\ cpa O ¢
dy dx\ady ) * PoSpgy

Observacion: Teoremas analogos se pueden realizar para problemas
isoperimétricos fraccionarios.



GENERALIZACION

Sea J un funcional de la forma

b U C a
donde L es un Langrangiano suficientemente bueno y

9E"={y:[ab] > R:ye C"([ab]), Dy € C([a,b])}

TEOREMA

Si'y es maximo o minimo de J en ZE" con L € C?([a,b] x R3) sujeto a las
condiciones de contorno

y(@) =Ya, Y(b) = b, V(@) =Ya, Y(0) =Vp.... Y H@) =y3L, y" (o) =y)

entonces Yy satisface la ecuacion diferencial fraccionaria de Euler Lagrange:

oL d (dL o O aL n oL c aL
ay (dy’>+ A+ (=) dxn-1 \ gyn-1 += )dx" ayn +xDg dCDay




EJEMPLO

3) = I3 [y9y 09+ (§§ 1) (9| ox
1(y) = J§ [y dx =1
y(0)=0 y(1)=0

Luego, F =y(x)y'(x) + (§D¢ [y})2 (x) — Ay(x) y la ecuacion de Euler-Lagrange
fraccionaria (utilizando solo derivadas de Caputo) resulta

(LF_E(&F) cpa 9F g

gy “dx\ay ) ¥ 3cpay ~
V(A — S (y(x) + £ [28D ] (0 = 04=

Y()~A-y(x)+ 50§ 26Dy

—

(x) =0

¢of [§p1] 00 =

N[ >

cuya solucion es

A xd

Y= 20 Fita)2

oF1(1,—a, 14+ a,X) +Cx¥ + ¢



Ahora teniendo en cuenta las restricciones, y(0) =0, y(1) =0
e I(y) = J3[y(x)]dx = 1, obtenemos

y(X) = (a +1)(2a +1)[25F1 (1, —a, 1+ a,x) — 1x7

Por Gltimo, tomando limite en y cuando a — 1 tenemos

lim y(x) = —6x% + 6x

a—1
que es la solucion del problema clasico asociado

2

30) = Jo Y9y 00 +Y200] dxe— - 3(y) = J3 [yy' () + (§DE 1)) ()] o
sujeto a las condiciones
1Y) = Jg [y(9]dx=1,y(0) =0 e y(1) =0



CONCLUSIONES

@ Hemos logrado encontrar una ecuacion de Euler-Lagrange en forma
integral que contiene derivadas fraccionarias de un solo tipo.

@ Hemos probado que si en lagrangiano es una funcion C2, existe una
ecuacion fraccionaria de Euler-Lagrange que depende solo de las
derivadas de Caputo.

@ Hemos encontrado solucion a un ejemplo de un problema
isoperimétrico fraccionario, recuperando la solucion del problema
isoperimétrico clasico asociado, verificando que las ecuaciones
diferenciales con derivada fraccionaria extienden los resultados de las
ecuaciones diferenciales clasicas.
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