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Revisión de Correlaciones Canónicas

Dados dos grupos de variables, el primero conformado por p variables y
representado a través del vector aleatorio x = (x1, x2, ..., xp)

t , y el segundo
formado por q variables y representado a través del vector aleatorio
y = (y1, y2, ..., yq)

t . Es conveniente considerarlos conjuntamente, para lo
cual se de�ne el vector z

z =
�
x
y

�
= (x1, x2, ..., xp , y1, y2, ..., yq)

t ,

que tiene vector de medias

µ = E (z) =
�
E (x)
E (y)

�
=

�
µx
µy

�
y matriz de covarianzas

Σ = E
�
(z� µ) (z� µ)t

�
=

�
Σxx Σxy
Σyx Σyy

�
.
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Revisión de Correlaciones Canónicas

Clásicamente, el primer par de vectores canónicos α1 = (α11, α12, ..., α1p)t

y β1 = (β11, β12, ..., β1q)
t son los que resulven

(α1, β1) = argmax
(a,b)2A1

Corr
�
atx,bty

�
,

donde

A1=
�
(a,b) 2 Rp �Rq :

Cov (atx, atx) = atΣxxa = 1,
Cov

�
bty,bty

�
= btΣyyb = 1

�
.

Si el rango de Σxy > 1, se buscan vectores canónicos de orden superior
αk = (αk1, αk2, ..., αkp)

t y βk = (βk1, βk2, ..., βkq)
t .
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Revisión de Correlaciones Canónicas

La de�nición es recursiva para k = 2, 3, . . . ,min(p, q). Entonces, dado los
primeros k � 1 vectores canónicos (α1, β1) , ...,

�
αk�1, βk�1

�
, se de�ne

(αk , βk ) = argmax
(a,b)2Ak

Corr
�
atx,bty

�
, (1)

donde

Ak=

8>><>>: (a,b) 2 Rp �Rq :
Cov (atx, atx) = 1, Cov

�
atx, αtj x

�
= 0,

Cov
�
bty,bty

�
= 1, Cov

�
bty, βtj y

�
= 0,

j = 1, 2, ..., k � 1

9>>=>>; .
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Revisión de Correlaciones Canónicas

Este planteo tiene una solución conocida

Los vectores canónicos (αk , βk ), k = 1, ...,min(p, q) son los
autovectores correspondientes a los autovalores λ1 � ... � λmin(p,q)
de las matrices

Σ�1xx ΣxyΣ�1yy Σyx y Σ�1yy ΣyxΣ�1xx Σxy, (2)

respectivamente

Y las correlaciones canónicas están dadas por�
Corr

�
αtkx, β

t
ky
��2

= λk (3)
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Revisión de Correlaciones Canónicas

El análisis canónico se puede plantear en forma alternativa buscando las
matrices A� 2 Rr�p y B� 2 Rr�q (r � min(p, q)), y el vector a� 2 Rr

tales que:

(A�,B�, a�) = argmin
(A,B ,a)2C

E
�
kAx� By� ak2

�
(4)

donde

C =
�
(A,B, a) : A 2 Rr�p ,B 2 Rr�q , a 2 Rr ,AΣxxAt = I = BΣyyB t

	
.
(5)

Cuya solución es la siguiente (Ver Seber (1984) y Brillinger (1975)):

A� y B� son matrices que tienen en sus �las los autovectores
correspondientes a los autovalores λ1 � ... � λr de las matrices en
(2),

a� = A�µx � B�µy
Y las correlaciones canónicas cumplen la ecuación (3).
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Estimadores propuestos - SM

Los estimadores propuestos en este trabajo están basados en la idea
de minimizar la distancia entre las variables canónicas y este problema
de optimización tiene relación con Componentes Principales (PCA).

Sea Ao = AΣ1/2
xx ,Bo = BΣ1/2

yy ,D = (Ao � Bo ) 2 Rr�m ,m = p + q,
y el vector aleatorio z = (xtΣ�1/2

xx , ytΣ�1/2
yy )t .

Reformulando la expresión para los vectores estandarizados Σ�1/2
xx x y

Σ�1/2
yy y, se obtiene

min
(A,B ,a)2C

E
�
kAx� By� ak2

�
= min
(D ,a)2Br ,m

E
�
kDz� ak2

�
con

Br ,m =
�
(D, a) : a 2 Rr ,D = (Ao � Bo ) 2 Rr�m ,AoAto = Ir = BoB

t
o

	
,

que es similar al problema de PCA que trata Maronna (2005).
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Estimador propuesto - SM

Notar que

Si se estandarizan los vectores x e y,

z =
�

Σ�1/2
xx (x� E (x))

Σ�1/2
yy (y� E (y))

�
,

la matriz de covarianzas resultante para z es

M =

�
I Σ�1/2

xx ΣxyΣ�1/2
yy

Σ�1/2
yy ΣyxΣ�1/2

xx I

�
.

Si M
�
vt wt

�t
= λ

�
vt wt

�t
, 0 < λ 6= 1, entonces

Σ�1/2
xx ΣxyΣ�1/2

yy Σyx
�

Σ�1/2
xx v

�
= (λ� 1)2

�
Σ�1/2
xx v

�
Σ�1/2
yy ΣyxΣ�1/2

xx Σxy
�

Σ�1/2
yy w

�
= (λ� 1)2

�
Σ�1/2
yy w

�
,
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Estimador propuesto

Luego, si
�
vt wt

�t
es un autovector de M, entonces Σ�1/2

xx v y
Σ�1/2
yy w son vectores canónicos relacionados con los grupos de
variables x e y, respectivamente.

Y, si λj es un autovalor de M asociado con el autovector�
vtj wtj

�t
, entonces jλj � 1j es una correlación canónica

relacionada con los grupos de variables x e y.

Luego

ESTA CONEXIÓN NOS PERMITE CALCULAR LOS VECTORES
CANÓNICOS A TRAVÉS DE UN ALGORITMO PARA COMPONENTES
PRINCIPALES.
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Estimadores propuestos - SM

Para acotar el efecto de "casos" atípicos, se considera una M-escala
robusta σ y se de�ne los SM-vectores canónicos estandarizados
robustos como

(ASMo ,BSMo , aSM ) = arg min
(Ao ,Bo ,a)2Br ,m

σ(Ao ,Bo , a) (6)

con σ = σ(Ao ,Bo , a) de�nida por la ecuación

1
n

n
Σ
i=1

ρ

 
kAoexi�Boeyi � ak2

σ

!
= δ, (7)

donde ρ : [0,∞)! [0, 1], es no decreciente y derivable, ρ(0) = 0,

limx!∞ ρ(x) = 1 y 0 < δ < 1. ex = �bΣ(R )xx

��1/2
x, ey = �bΣ(R )yy

��1/2
y.

Y, los SM-vectores canónicos robustos se de�nen de la siguiente
manera,

ASM = ASMo
�bΣ(R )xx

��1/2
, BSM = BSMo

�bΣ(R )yy

��1/2
.
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Estimador propuesto - SM
Consistencia Fisher

Si tomamos funcionales de dispersión Sx y Sy que son consistentes Fisher
para Σxx y Σyy respectivamente, Luego, si se considera ex=S�1/2

x (x� µx)
e ey=S�1/2

y (y� µy) y buscamos las soluciones σ de

E

"
ρ

 
kAex� Bey�ak2

σ

!#
= δ.

Si tomamos la descomposición espectral de M dada por M = ∑p+q
i=1 γi ti t

t
i ,

con γ1 > ... > γr > γr+1 � ... � γp+q�r > γp+q�r+1 > ... > γp+q ,
t0i tj = δij , 1 � i , j � p + q, con

δij =

�
1 i = j
0 i 6= j
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Estimador propuesto - SM
Consistencia Fisher

Como ti = (vti ,w
t
i )
t , vi 2 Rp ,wi 2 Rq , i = 1, ..., p + q, .si llamamos

Ao =
�
vp+q�r+1
kvp+q�r+1k

, ...,
vp+q
kvp+qk

�t
2 Rr�p ,

Bo =
�
wp+q�r+1
kwp+q�r+1k

, ...,
wp+q
kwp+qk

�t
2 Rr�q ,

ao = AoΣ�1/2
xx µx � BoΣ�1/2

yy µy.

En el siguiente teorema se establece la consistencia Fisher del estimador
SM para vectores canónicos para familias elípticas con función densidad

f (z, µ0,Σ0)=
1p
jΣ0j

f0((z� µ0)
tΣ�10 (z� µ0)),

donde f0 : R+ ! R+ es una función no creciente.
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Estimador propuesto - SM
Consistencia Fisher

Y si además se veri�ca que:

f0 y ρ cumplen que existe un punto d en un intervalo no degenerado I
de la intersección de los dominios tal que

ρ (u) < ρ (d) < ρ (v) y f0 (u) > f0 (d) > f0 (v)

para todo u y v en I , con u < d < v .
Teorema 1. Sea Z un vector aleatorio con distribución elíptica.
Luego, los estimadores SM son estimadores funcionales consistentes
Fisher, esto es

(Ao ,Bo , ao ) = arg min
a2Rr ,AAt=Ir=BB t

σ (A,B, a) .

Corolario 1: Sea Z un vector aleatorio con distribución elíptica. Si ρ
es diferenciable, con ρ0 = ψ, luego, para alguna constante c > 0,

EF

"
ψ

 AoΣ�1/2
xx x� BoΣ�1/2

yy y� ao
2

σ (Ao ,Bo , ao )

!
(z� µ)(z� µ)t

#
= cΣ.
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Estimador propuesto - SM
Consistencia

Los Teoremas que se enuncian a continuación establecen la consistencia de
los estimadores SM de vectores canónicos para familias elípticas.

Teorema 2. Sea Z un vector aleatorio con densidad elíptica. Si
m� r + 1 � n(1� δ), el problema de encontrar (A,B, a) 2 Br ,m que
minimicen σ(A,B, a) sujeto a (7) tiene al menos una solución con
probabilidad 1.

Teorema 3. Sea Z un vector aleatorio con densidad elíptica. Sea�
A(n),B (n), a(n)

�
una solución del problema planteado en el Teorema

2, entonces el estimador SM de�nido en (6) es un funcional
consistente, esto es,

lim
n!∞

A(n) = Ao , lim
n!∞

B (n) = Bo y lim
n!∞

a(n) = ao ,

casi seguramente.
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Estimador propuesto - SM
Función de In�uencia

Sea F una familia de distribuciones elípticas, si ρ es dos veces diferenciable
y, Sx y Sy son funcionales consistentes Fisher para Σxx y Σyy
respectivamente.
Se muestra a continuación las grá�cas de la norma de la función de
in�uencia para el primer vector canónico v1, para el caso en el que F sea
Np+q (0,Σ) con

Σ =
�

Σxx Σxy
Σyx Σyy

�
,

tal que Σxx = I2,Σyy = I2 y Σxy =
�
0, 9 0
0 0, 5

�
.
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Estimador propuesto - SM
Función de In�uencia

Figure: Norma de la Función de In�uencia para (x0, y0, 0, 0) del primer vector
canónico de (a) Estimador SM y (b) Estimador Clásico.
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Estimador propuesto - SM
Función de In�uencia

Figure: Norma de la Función de In�uencia para (x0, 0, y0, 0) del primer vector
canónico de (a) Estimador SM y (b) Estimador Clásico.
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Estimador propuesto - SMI

De�nimos Modelo de contaminaciones independientes cuando la
contaminación puede afectar a las coordenadas de un vector en forma
independiente (ver Alqallaf et al (2009) y Maronna and Yohai (2008)).

Para el caso de PCA, dada la muestra z1, ..., zn en Rm (centrada),
para encontrar vectores y componentes principales se debe encontrar
v1, ..., vq que forman una base del subespacio V de dimensión q < m,
de forma de minimizar la siguiente expresión,

n

∑
i=1
kzi � bzik2 =

n

∑
i=1

zi � q

∑
j=1

�
z0ivj

�
vj )


2

=
n

∑
i=1
kzi � Baik2 .
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Estimador propuesto - SMI

Para el caso de CCA, sean zi = (x0i , y
0
i )
0, i = 1, ..., n, con covarianzas

muestrales bΣxx y bΣyy respectivamente.
Podemos escribir bΣ�1/2

xx xi = ∑p
k=1

(x0i tk )p
λk
tk , λ1 > ... > λp ybΣ�1/2

yy yi = ∑q
k=1

(y0ivk )p
γk
vk , γ1 > ... > γq .

Entonces cuando miramos la ecuación que queremos minimizar resulta

n

∑
i=1

CΣ�1/2
xx xi � BΣ�1/2

yy yi � a
2

=
n

∑
i=1

r

∑
j=1

 
Cj

p

∑
k=1

(x0i tk )p
λk
tk � Bj

q

∑
k=1

(y0ivk )p
γk

vk � aj

!2

�
n

∑
i=1

r

∑
j=1

�
(Cj ,Bj )

�
T 0
0 V

�
(a0i ,b

0
i )
0 � aj

�2
.
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yy yi = ∑q
k=1

(y0ivk )p
γk
vk , γ1 > ... > γq .

Entonces cuando miramos la ecuación que queremos minimizar resulta

n

∑
i=1

CΣ�1/2
xx xi � BΣ�1/2

yy yi � a
2

=
n

∑
i=1

r

∑
j=1

 
Cj

p

∑
k=1

(x0i tk )p
λk
tk � Bj

q

∑
k=1

(y0ivk )p
γk

vk � aj

!2

�
n

∑
i=1

r

∑
j=1

�
(Cj ,Bj )

�
T 0
0 V

�
(a0i ,b

0
i )
0 � aj

�2
.
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Estimador propuesto - SMI

Para reducir la in�uencia de observaciones atípicas, proponemos usar
un M-estimador de escala

(C �,B�, µ�) = arg min
µ,C ,B

r

∑
j=1

bσ2j (µ,C ,B) ,

donde bσj = bσj (µ,C ,B) satisface
g
�

µj ,Cj ,Bj
�
=
1
n

n

∑
i=1

ρ

0BB@ (Cj ,Bj )
�
T 0
0 V

�
(a0i ,b

0
i )
0 � µjbσj

1CCA = δ,

con µ 2 Rr ,C 2 Rr�p ,B 2 Rr�q , para r � min(p, q).

(UMA 2016) Correlaciones Canónicas robustas 22 de setiembre de 2016 21 / 33



Estimador propuesto - SMI

Para reducir la in�uencia de observaciones atípicas, proponemos usar
un M-estimador de escala

(C �,B�, µ�) = arg min
µ,C ,B

r

∑
j=1

bσ2j (µ,C ,B) ,
donde bσj = bσj (µ,C ,B) satisface
g
�

µj ,Cj ,Bj
�
=
1
n

n

∑
i=1

ρ

0BB@ (Cj ,Bj )
�
T 0
0 V

�
(a0i ,b

0
i )
0 � µjbσj

1CCA = δ,

con µ 2 Rr ,C 2 Rr�p ,B 2 Rr�q , para r � min(p, q).

(UMA 2016) Correlaciones Canónicas robustas 22 de setiembre de 2016 21 / 33



Estudio de simulación
Medidas para evaluar el rendimiento de los estadísticos

Para realizar el estudio de simulación, se consideraron muestras aleatorias

zi =
�
xi
yi

�
v Np+q (0,Σ) , donde Σ que tiene todos los elementos

diagonales iguales a 1 y los elementos fuera de la diagonal son todos
iguales a h 2 f0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9g (estructura de covarianzas utilizadas
por Danilov et al (2012)).
Para evaluar el rendimiento de los estimadores, se consideró la siguiente
medida propuesta por Branco et al (2005):
Error cuadrático medio para vectores canónicos.

MSE (bθk ) = 1
m

m
Σ
j=1
cos�1

0@
���θtk ,jbθk ,j ���

kθk ,jk
bθk ,j

1A ,
siendo m la cantidad de replicaciones, bθk el estimador del k�ésimo vector
canónico, θk ,j el k�ésimo vector canónico
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Estudio de simulación

Se consideraron dos estructuras de contaminación:

1 Contaminación por celdas (independientes): celdas de la matriz de
datos son elegidas al azar con probabilidad ε y su contenido
reemplazado por un elemento proveniente de
Np+q (kv0, 0.5Σ) , k 2 f1, ...., 12g y v0 pertenece al subespacio de los
autovectores de Σ asociados al menor autovalor.

2 Contaminación por individuos (casos): El contenido de las primeras
nε �las de la matriz de datos son reemplazadas con elemento
proveniente de Np+q (kv0, 0.5Σ) , k 2 f1, ...., 12g y v0 pertenece al
subespacio de los autovectores de Σ asociados al menor autovalor.

Tamaño de la muestra: 100.

Número de replicaciones: 150.

p = q = 5.

ε = 0.2.
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Estudio de simulación

Los estimadores que se consideran en el estudio de simulación son:

Estimador clásico.

Estimador robusto de 2 pasos para la matriz de covarianzas
(Agostinelli et al (2015)).
Estimador SM (Adrover and Donato (2015)).Para computar la
escala se usó la función (Maronna (2005) que hace convergente al
algoritmo iterativo)

ρ (t) = min
n
1, 1� (1� t)3

o
,

con δ = 0, 5.
Estimador SMI. Para computar el algoritmo se utilizó la función
bicuadrada de Tukey

ρ (t) = min

8<:1, 1�
 
1�

�
t
c

�2!39=; ,
con c = 1.54764 y δ = 0, 5. (Boente and Salibian Barrera (2015)).
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Conclusiones

1 Se presentaron dos estimadores robustos para vectores canónicos, uno
para el modelo de contaminaciones por celdas y otro para
contaminaciones por individuo

2 Se exploró la relación CCA - PCA que permitió desarrollar los
algoritmos iterativos.

3 Se comparó el rendimiento de los estimadores propuestos a través de
un estudio de simulación.

4 El estimador SMI muestra el mejor comportamiento global para los
dos modelos de contaminación analizados.

5 Los estimadores SM y TSGS tienen mejor rendimiento en el modelo
de contaminación por individuo.

6 Muchas gracias!!!
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