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Revisiéon de Correlaciones Candnicas

Dados dos grupos de variables, el primero conformado por p variables y

2 - t
representado a través del vector aleatorio x = (x1, x2, ..., xp) , ¥ el segundo
formado por g variables y representado a través del vector aleatorio

t . . .
Yy =(¥1,Y2,....¥q) . Es conveniente considerarlos conjuntamente, para lo
cual se define el vector z

X t
z= < y > = (X1, X2, o, Xp, Y1, Y2, o1 Yq)

que tiene vector de medias
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Revisiéon de Correlaciones Candnicas

Clasicamente, el primer par de vectores canénicos a1 = (&11, X412, ..., X1p)"
Y By = (By1: B1a: -+ Brg)" son los que resulven

(a1, B;) = argmaxCorr (a'x, b'y),
(a,b)€A1

donde

Cov (a'x,a’x) = a'Xya =1
_ P q . 1 1]
A= {(a, b) € R x RY: Cov (bly,bly) — bfEyb—1 |

Si el rango de X,y > 1, se buscan vectores canénicos de orden superior
— t — t
&y = (“klv“kz ---rakp> y .Bk - (ﬁkl'lBkZ' ---:,qu) .
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Revisiéon de Correlaciones Candnicas

La definicion es recursiva para k = 2,3, ..., min(p, q). Entonces, dado los
primeros k — 1 vectores canénicos (&1, ;) ..., (ock_l, ﬁkq) , se define
(ak, B,) = argmaxCorr (a'x, b'y), (1)
(a b)EAk
donde

Cov (a'x,a’x) =1, Cov <afx atx> =
(a,b) € RP xR : J
A= Cov by, b'y) =1, Cov (bfy, Biy)
J ::1,2,_.,k——1

0,
0,
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Revisiéon de Correlaciones Candnicas

Este planteo tiene una solucién conocida

@ Los vectores canénicos (ay, B, ). k =1,...,min(p, q) son los
autovectores correspondientes a los autovalores A1 > ... > Apin(5.q)

de las matrices
-1 -1 -1 -1
Yox nyzyy Liyx y Zyy LiyxLgx Ly (2)

respectivamente
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Revisiéon de Correlaciones Candnicas

Este planteo tiene una solucién conocida

@ Los vectores canénicos (ay, B, ). k =1, ..., min(p, q) son los
autovectores correspondientes a los autovalores A1 > ... > Apin(p.q)
de las matrices

Z‘;xl nyz‘y_yl Z‘yx y Z')’_yl Z')’)(Z‘;xl Z‘XY' (2)
respectivamente

@ Y las correlaciones candnicas estan dadas por

[Corr (ocf(x, ,B,t(y)]2 = A (3)
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Revisiéon de Correlaciones Candnicas

El andlisis candnico se puede plantear en forma alternativa buscando las
matrices A* € R"™*P y B* € R™*9 (r < min(p, q)), y el vector a* € R"
tales que:
(A*,B*,a%) = argminE(HAx—By—aH2> (4)
(A,B,a)eC

donde

C= {(A B,a):AcR”P, BeR ™ ac R ALLA = | = BZyth} :
(5)
Cuya solucién es la siguiente (Ver Seber (1984) y Brillinger (1975)):
o A* y B* son matrices que tienen en sus filas los autovectores
correspondientes a los autovalores A; > ... > A, de las matrices en

(2),
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Revisiéon de Correlaciones Candnicas

El andlisis candnico se puede plantear en forma alternativa buscando las
matrices A* € R"™*P y B* € R™*9 (r < min(p, q)), y el vector a* € R"
tales que:

(A*,B*,a%) = argminE(HAx—By—aH2> (4)
(A,B,a)eC

donde

C={(ABa):Ac R, BcR ™, acR ALGA" =1 = BL,B'}.
(5)
Cuya solucién es la siguiente (Ver Seber (1984) y Brillinger (1975)):

@ A* y B* son matrices que tienen en sus filas los autovectores
correspondientes a los autovalores A; > ... > A, de las matrices en
(2),

* __ Ak *

°a" =A'u —B'n,

@ Y las correlaciones canénicas cumplen la ecuacién (3).
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Estimadores propuestos - SM

@ Los estimadores propuestos en este trabajo estdan basados en la idea
de minimizar la distancia entre las variables candnicas y este problema
de optimizacién tiene relacién con Componentes Principales (PCA).
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Estimadores propuestos - SM

@ Los estimadores propuestos en este trabajo estdn basados en la idea
de minimizar la distancia entre las variables candnicas y este problema
de optimizacién tiene relacién con Componentes Principales (PCA).

o Sea A, = AXy/% B, = BEL2, D= (A, — Bo) ER™*™ m=p+aq,

y el vector aleatorio z = (x'E5l/2, y' 1/2)t.

@ Reformulando la expresién para los vectores estandarizados X!/ y
2 1/2y se obtiene

min E(HAx—By—aH2): min E(HDz—aH?)
(A,Ba)eC (D.a)eBrm

con
Brm={(D,a):acR D= (A, —By) e R*" AA, = I, = B,B}}

que es similar al problema de PCA que trata Maronna (2005).
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Estimador propuesto - SM

Notar que
@ Si se estandarizan los vectores x ey,
.~ ( Eol /2 (x — E (x)) )
= —-1/2 '
ZLyy / (y —E (Y))
la matriz de covarianzas resultante para z es

M = ( 1/2 / 1/2 Z;xl/szyZ;yl/Q > .
DR TED W0 Vi I
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Estimador propuesto - SM

Notar que
@ Si se estandarizan los vectores x e y,
—-1/2
7 — < Z"'xx1;2 (X— E(X)) )
Zyy (y —E (Y>)
la matriz de covarianzas resultante para z es

/ Tt 2Ty T2 )
M = ( 3 B XX Xy“=yy )
IWEIED YW Yerle /

oSiM(vt wi )t:)\(vt wi )t,0<)\751,entonces

P T (B) = (A1) (S %)
Ul Y0 vl WY (2;y1/2w) — (A—1) (2;y1/2w),
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Estimador propuesto

. t
o Luego, si ( vi wt ) es un autovector de M, entonces Z;Xl/2v y

Zy}l/zw son vectores candnicos relacionados con los grupos de
variables x e y, respectivamente.
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Estimador propuesto

. t _
@ Luego, si ( vi wi ) es un autovector de M, entonces Zxx1/2v y
Zy_yl/zw son vectores canénicos relacionados con los grupos de

variables x e y, respectivamente.

@ Y, si A; es un autovalor de M asociado con el autovector

t t\¢t . .
( vViow; ) , entonces \/\j — 1| es una correlacion candnica

relacionada con los grupos de variables x e y.
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Estimador propuesto

. t
@ Luego, si ( vi wi ) es un autovector de M, entonces Z;xl/2v y

Zy_yl/zw son vectores canénicos relacionados con los grupos de
variables x e y, respectivamente.

oY, si /\j es un autovalor de M asociado con el autovector
t ., L, .
(vi w! ) entonces |A; — 1| es una correlacién canénica

i
relacionada con los grupos de variables x e y.

ESTA CONEXION NOS PERMITE CALCULAR LOS VECTORES
CANONICOS A TRAVES DE UN ALGORITMO PARA COMPONENTES

PRINCIPALES.
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Estimadores propuestos - SM

Para acotar el efecto de "casos" atipicos, se considera una M-escala
robusta ¢ y se define los SM-vectores canénicos estandarizados
robustos como

(Asmo, Bsmo, asy) = arg (AO,BT;?eB,,m 0(Ao, Bo, a) (6)

con 0 = 0(A,, B,,a) definida por la ecuacién

1 AoXi—Boy; —al’
£p<u X~ Boy aH)Z& )

ni=1 o
donde p : [0,00) — [0, 1], es no decreciente y derivable, p(0) = 0,
_ _ <(R)\ 172 _ (R 172
limy—p(x) =1y0<d<1l.x= (Zxx > X, y= (Zyy ) y.
Y, los SM-vectores candnicos robustos se definen de la siguiente
manera,

A(R))*W

Asm = Asmo (Zxx A(R)>71/2.

. Bsu = Bsuo (%43
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Estimador propuesto - SM

Consistencia Fisher

Si tomamos funcionales de dispersién S; y Sy que son consistentes Fisher
para Y Y Zyy respectivamente, Luego, si se considera x=5, 1/2 (x—p)
ey=S, 1/2(y — #,) Yy buscamos las soluciones ¢ de

)

Si tomamos la descomposiciéon espectral de M dada por M = Zf’ L ittt

N Y1 > o> > Vg1 2 - 2 Vptgor > Vptrgortl > - > Vptgr
tit; =0;,1<i,j<p+gq, con

(1 =
%_{Oi#j
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Estimador propuesto - SM

Consistencia Fisher

Como t; = (v}, w})',vi e RP,w; € R, i =1,...,p+q,.si lamamos

t
A0:< Vp+q—r+l Vp+q ) e R*P,
[Vptq—rl IVoiqll
t
Bo:< Wptgort1 _ Wpig ) € R™9,
[Wptg—rs1]] [Wpqll

X

a, = AOZ;1/2;1X — BOZ;yl/zyy.

En el siguiente teorema se establece la consistencia Fisher del estimador
SM para vectores canénicos para familias elipticas con funcién densidad

f(z py2o)=—=h((z - P‘o)tzo_l(z —Ho)),

|Zo|

donde fy : Rt — R* es una funcién no creciente.
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Estimador propuesto - SM

Consistencia Fisher

Y si ademds se verifica que:

@ fy y p cumplen que existe un punto d en un intervalo no degenerado /
de la interseccién de los dominios tal que

p(u) <p(d)<p(v) v fo(u)>f(d)>fh(v)
paratodo uy ven/, conu<d<v.

@ Teorema 1. Sea Z un vector aleatorio con distribucion eliptica.
Luego, los estimadores SM son estimadores funcionales consistentes
Fisher, esto es

(Ao, Bo,a,) = arg min o (A B,a).
acR’ AAt=/,=BBt

e Corolario 1: Sea Z un vector aleatorio con distribucion eliptica. Si p
es diferenciable, con p' = ¢, luego, para alguna constante ¢ > 0,

AoZol2x — BZy 2y —a, | .

= c2X.
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Estimador propuesto - SM

Consistencia

Los Teoremas que se enuncian a continuacién establecen la consistencia de
los estimadores SM de vectores canénicos para familias elipticas.

@ Teorema 2. Sea Z un vector aleatorio con densidad eliptica. Si
m—r+1<n(l—34), el problema de encontrar (A, B,a) € B, , que
minimicen o (A, B, a) sujeto a (7) tiene al menos una solucién con
probabilidad 1.

@ Teorema 3. Sea Z un vector aleatorio con densidad eliptica. Sea
(A(”), B, a(”)) una solucién del problema planteado en el Teorema

2, entonces el estimador SM definido en (6) es un funcional
consistente, esto es,

im AW =4, IimB"W =8, y lima" =a,

n—oo n—oo n—oo

casi seguramente.
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Estimador propuesto - SM

Funcién de Influencia

Sea F una familia de distribuciones elipticas, si p es dos veces diferenciable
Y, Sx y Sy son funcionales consistentes Fisher para Xyx y Zyy
respectivamente.

Se muestra a continuacién las gréficas de la norma de la funcién de
influencia para el primer vector candnico vy, para el caso en el que F sea

Np+q (0,%) con
Zyx X
Y — < XX Xy ) ’
Zyx Ly

0,9 O
ta|qUerx:/2vay:l2yzxy:< 0 05).
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Estimador propuesto - SM

Funcién de Influencia

(a)

(b)
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Figure: Norma de la Funcién de Influencia para (xg, yp, 0, 0) del primer vector

canénico de (a) Estimador SM y (b) Estimador Clasico.
MA 2016)
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Estimador propuesto - SM

Funcién de Influencia

(a)

(b)

1

h
\Q‘,& h
: m&ﬁ |

Figure: Norma de la Funcién de Influencia para (xg, 0, yp, 0) del primer vector
canénico de (a) Estimador SM y (b) Estimador Clasico.
(UMA 2016)
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Estimador propuesto - SMI

@ Definimos Modelo de contaminaciones independientes cuando la
contaminacion puede afectar a las coordenadas de un vector en forma
independiente (ver Alqgallaf et al (2009) y Maronna and Yohai (2008)).
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Estimador propuesto - SMI

@ Definimos Modelo de contaminaciones independientes cuando la
contaminacién puede afectar a las coordenadas de un vector en forma
independiente (ver Alqallaf et al (2009) y Maronna and Yohai (2008)).

@ Para el caso de PCA, dada la muestra zj, ...,z, en R™ (centrada),
para encontrar vectores y componentes principales se debe encontrar
Vi, ..., Vg que forman una base del subespacio V de dimensién g < m,
de forma de minimizar la siguiente expresion,

n n q
Yllzi—zl* = ) |lzi— ) (zv)w)
i=1 i
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Estimador propuesto - SMI

Para el caso de CCA, sean z; = (x},y})’,i =1, ..., n, con covarianzas
muestrales Sy y Zyy respectivamente.

@ Podemos escribir Z 1/2 i 1 <\X/t—k)tk AM > > Ay

—1/2y,. _ vq y/"’k)
Zyy/ Yi = Yy Vi Ve Y12 > g
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Estimador propuesto - SMI

Para el caso de CCA, sean z; = (x},y})’,i =1, ..., n, con covarianzas
muestrales Sy y Z yy respectivamente.

@ Podemos escribir Z 1/2 = k 1 (\X/t—k)tk, AM> > A,y
5,y =i (ﬁv—”vk 7> >

@ Entonces cuando miramos la ecuacién que queremos minimizar resulta
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Estimador propuesto - SMI

@ Para reducir la influencia de observaciones atipicas, proponemos usar
un M-estimador de escala

(C*, B*, u*) = arg”mcir}3 ZAJ2 (u,C,B),
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Estimador propuesto - SMI

@ Para reducir la influencia de observaciones atipicas, proponemos usar
un M-estimador de escala

r

C*, B*, u*) = arg min 2 (u,C,B),
(€870 = iy 17 (..

e donde 0; =0} (1, C, B) satisface

8 (g ) @b

<o

g (Vj: G, Bj) =

conpu € R, C € R™*P,B € R"*9, para r < min(p, q).

21 /33
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Estudio de simulacién

Medidas para evaluar el rendimiento de los estadisticos

Para realizar el estudio de simulacidon, se consideraron muestras aleatorias
zj = ) “ Npyq (0,X), donde ¥ que tiene todos los elementos

diagonales iguales a 1 y los elementos fuera de la diagonal son todos
iguales a h € {0.5, 0.6,0.7,0.8, 0.9} (estructura de covarianzas utilizadas
por Danilov et al (2012)).

Para evaluar el rendimiento de los estimadores, se consideré la siguiente
medida propuesta por Branco et al (2005):

Error cuadratico medio para vectores candnicos.

MSE(0)) = lg cos* W :
mit 184 0

siendo m la cantidad de replicaciones, 8, el estimador del k—ésimo vector
canénico, 8y ; el k—ésimo vector canénico
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Estudio de simulacién

Se consideraron dos estructuras de contaminacion:

@ Contaminacién por celdas (independientes): celdas de la matriz de
datos son elegidas al azar con probabilidad € y su contenido
reemplazado por un elemento proveniente de
Np+q (kvo,0.5Z) , k € {1,....,12} y vq pertenece al subespacio de los
autovectores de . asociados al menor autovalor.
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Se consideraron dos estructuras de contaminacion:

@ Contaminacién por celdas (independientes): celdas de la matriz de
datos son elegidas al azar con probabilidad € y su contenido
reemplazado por un elemento proveniente de
Np+q (kvo,0.5Z) , k € {1,....,12} y vq pertenece al subespacio de los
autovectores de X asociados al menor autovalor.

@ Contaminacién por individuos (casos): El contenido de las primeras
ne filas de la matriz de datos son reemplazadas con elemento

proveniente de N4 (kvg, 0.5%), k € {1,....,12} y v pertenece al
subespacio de los autovectores de Y. asociados al menor autovalor.

(UMA 2016) Correlaciones Canénicas robustas 22 de setiembre de 2016 23/



Estudio de simulacién

Se consideraron dos estructuras de contaminacion:

@ Contaminacién por celdas (independientes): celdas de la matriz de
datos son elegidas al azar con probabilidad € y su contenido
reemplazado por un elemento proveniente de
Np+q (kvo,0.5Z) , k € {1,....,12} y vq pertenece al subespacio de los
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@ Contaminacién por individuos (casos): El contenido de las primeras
ne filas de la matriz de datos son reemplazadas con elemento
proveniente de Nj 4 (kvo, 0.5%), k € {1,....,12} y v pertenece al
subespacio de los autovectores de 2. asociados al menor autovalor.

@ Tamafo de la muestra: 100.
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@ Nudmero de replicaciones: 150.
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Estudio de simulacién

Se consideraron dos estructuras de contaminacion:

@ Contaminacién por celdas (independientes): celdas de la matriz de
datos son elegidas al azar con probabilidad € y su contenido
reemplazado por un elemento proveniente de
Np+q (kvo,0.5Z) , k € {1,....,12} y vq pertenece al subespacio de los
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@ Tamafo de la muestra: 100.

@ Numero de replicaciones: 150.

@ p=gq=>.
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Estudio de simulacién

Se consideraron dos estructuras de contaminacion:

@ Contaminacién por celdas (independientes): celdas de la matriz de
datos son elegidas al azar con probabilidad € y su contenido
reemplazado por un elemento proveniente de
Np+q (kvo,0.5Z) , k € {1,....,12} y vq pertenece al subespacio de los
autovectores de X asociados al menor autovalor.

@ Contaminacién por individuos (casos): El contenido de las primeras
ne filas de la matriz de datos son reemplazadas con elemento
proveniente de Nj 4 (kvo, 0.5%), k € {1,....,12} y v pertenece al
subespacio de los autovectores de 2. asociados al menor autovalor.

@ Tamaifio de la muestra: 100.
@ Numero de replicaciones: 150.
e p=qg=>.

e ¢=0.2.
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Estudio de simulacién

Los estimadores que se consideran en el estudio de simulacién son:

o Estimador clésico.
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e Estimador clasico.

o Estimador robusto de 2 pasos para la matriz de covarianzas
(Agostinelli et al (2015)).

e Estimador SM (Adrover and Donato (2015)).Para computar la
escala se us6 la funcién (Maronna (2005) que hace convergente al
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Estudio de simulacién

Los estimadores que se consideran en el estudio de simulacién son:

e Estimador clasico.

o Estimador robusto de 2 pasos para la matriz de covarianzas
(Agostinelli et al (2015)).

e Estimador SM (Adrover and Donato (2015)).Para computar la
escala se us6 la funcién (Maronna (2005) que hace convergente al
algoritmo iterativo)

p(t)=min{1,1-(1-1°},

con 6 =0,5.
@ Estimador SMI. Para computar el algoritmo se utilizé la funcién
bicuadrada de Tukey

p(t)=min{1,1— <1_ (Z)2>3

con ¢ = 1.54764 y 6 = 0,5. (Boente and Salibian-Barrera (2015)).
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Estudio de simulacién

Contaminacion por cekias (h=0.6)
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Estudio de simulacién

Contaminacion por celdas (h=0.8)

MSE(en)
0.20
1
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Estudio de simulacién

Contaminacion por cekdas (h=0.9)

M8E(on)
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Estudio de simulacién

Contaminacion por individuos (h=0.6)
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Estudio de simulacién

Contaminacion por individuos (h=08)
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Estudio de simulacién

Contaminaci6n por individuos (h=0.9)
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Conclusiones

@ Se presentaron dos estimadores robustos para vectores candnicos, uno
para el modelo de contaminaciones por celdas y otro para
contaminaciones por individuo
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Conclusiones

Se presentaron dos estimadores robustos para vectores canénicos, uno
para el modelo de contaminaciones por celdas y otro para
contaminaciones por individuo

Se exploré la relacion CCA - PCA que permitié desarrollar los
algoritmos iterativos.

Se compard el rendimiento de los estimadores propuestos a través de
un estudio de simulacién.

El estimador SMI muestra el mejor comportamiento global para los
dos modelos de contaminacién analizados.

Los estimadores SM y TSGS tienen mejor rendimiento en el modelo
de contaminacién por individuo.

Muchas gracias!!!
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