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Modelos exponenciales con dispersién
Familia exponencial natural

Dados v una medida o finita sobre Ry © = {# € R : k() < oo},
ambos no degenerados, las medidas de probabilidad

P(A) = /A exp {07 — K(0)} v(dz)

representan una familia exponencial natural (FEN)(Nelder y
Wedderburn [5]) donde
K(0) = log [ €%2v(dz): funcién acumulante
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Modelos con dispersion. Formas aditiva y reproductiva

Sea A el conjunto de A > 0 tales que

Ak(0) = /og/e “va(dz)

para alguna medida v).
La FEN generada por v es:

exp {0z — Ak(0)} vi(dz)
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Modelos exponenciales con dispersién

Familia exponencial natural
Modelos con dispersién. Formas aditiva y reproductiva
Modelos Tweedie

Jergensen [2] define los modelos exponenciales con dispersién (ED)
en sus dos formas:

Modelo exponencial con dispersién aditivo:

Familia de distribuciones de Z generadas por v para (6,\) € ©xA

Z ~ ED*(0,\)
Modelo exponencial con dispersion reproductivo:

Familia de distribuciones de Y = Z/\ (transformacién de escala)
generadas por v

Y ~ ED(u, %) donde p = 7(0) y 02 = 1/X

Y ~ ED(u,0%) < Z ~ ED*(0,\)
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Modelos exponenciales con dispersién

Familia exponencial natural
Modelos con persién. Formas aditiva y reproductiva
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Funcion generadora de acumulantes

Funcién generadora de acumulantes (FGA) de una FEN:
s k(0 +s) — rk(0)
FGA de Z ~ ED*(9, \) :
K*(s;0,\) = Mk(0+s) — x(0)}

paras€ © — 0
FGAde Y = Z/\ ~ ED(p,02) :

K(s;0,)) = AMk(0+s/\) —k(0)}

para s € \(© —0)
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Modelos exponenciales con dispersién

Familia exponencial natural
Modelos con dispersién. Formas aditiva y reproductiva
Modelos Tweedie

Funcién del valor medio y funcién varianza

Densidades:

ED*(0,)\) — p*(z;0,\) = c*(z; Nexp {0z — A\k(0)},z € R
ED(u,0%) = p(y;0,A) = c(y; Nexp [N {0y — s(0)}],y € R
Funcién del valor medio:

71 int® — R tal que 7(0) = £'(0) y Q = 7(int©) el dominio medio
Funcién varianza unitaria :

V:Q— Ry tal que V(p) =7 {77 (1)}

E(Z) = My Var(Z) = \V(p)
E(Y)=py Var(Y)=0>V(u)
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Modelos Tweedie

Modelos Tweedie

El modelo Tweedie es el modelo ED reproductivo con funcién
varianza unitaria:

Vo(p) = pP, peQpype (—o0,0U[L,00)
Y ~ Tw(,0%)

E(Y)=p Var(Y)=o*pP, neQ,
Ejemplos:
TWO(M? 02) = N(/J'a 02)

Twi(p,0°) = 0 Po(p1/0?)
Twy(p, 0%) = Ga(p, %)
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Modelos exponenciales con dispersién

Familia exponencial natural
Modelos con dispersién. Formas aditiva y reproductiva
Modelos Tweedie

Modelos Tweedie

Caracteristicas importantes :

m Amplio rango de variacién de p. Ej: 1 < p < 2 permite
modelar datos con distribucién continua para valores positivos
pero donde el valor cero ocurre con probabilidad positiva.

m Dunn y Smyth (2005) desarrollan programacién en el entorno
“R” para su estimacion.

m Familia cerrada ante cambios de escala—modela cantidades
positivas continuas con una escala de medicién arbitraria.

m Distribucién limite de muchos modelos exponenciales
con dispersién.
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Teoremas de convergencia

Convergencia de tipo Teorema Central del Limite: el parametro de
dispersién se acerca a cero.

Convergencia de tipo variacién regular o tipo Tauber: el pardmetro
medio se acerca a cero o infinito pero el parametro de dispersién es
constante.

Objetivo de nuestro trabajo:

Extender a R? resultados sobre convergencia de tipo variacién
regular de modelos ED univariados a modelos Tweedie.
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Definiciones

u: Ry — Ry es de variacién regular en infinito con exponente
~v € R si, para todo x > 0,t >0

im u(tx)
t—00 u(t)

:X’y

La funcién u es de variacion regular en cero si u(1/x) es de
variacién regular en infinito.

L: Ry — Ry se dice que es de variacién lenta en infinito (cero)
cuando v = 0.

Una funcién de variacién regular en infinito (cero) se puede
expresar como:

u(x) = x7L(x)
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Definiciones

Una medida v sobre R se dice que varia regularmente con
exponente v si 7(x) = v {(0, x|} varia regularmente con exponente
~ en el apropiado extremo de R..

Si v tiene densidad con respecto a la medida de Lebesgue de la
forma

Y(d) = g

donde g es analitica en cero y g(0) # 0, v es de variacién regular
en Ccero con exponente vy
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Teorema de Tauber

Sea v una medida sobre R que varia regularmente. La funcién
acumulante de la FEN generada por v tiene la forma:

") = (=) L(—0)

donde L es una funcién de variacién lenta en infinito y 0 < v < oo.
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Teorema (Jgrgensen, Martinez y Tsao)

Sea ED(u,0?) generado por la medida v con soporte SC (0, c0).
Supongamos que v varia regularmente en cero o en infinito, de
manera que por el Teorema de Tauber,

e = (—0)"7 L(—0)

para algin v > 0, donde L es de variacién suave en infinito o cero,
respectivamente. Si f(x) = log L(x) satisface
C ) () —
X/Lngoxl (x)=0, 0 ){T;(l)/ (x)=0,

luego para p > 0y o2 tal que 1/02 € A

1
~ED(cp, 0%) d,Ga (1, 0% /)

para c¢ tendiendo a cero o infinito, respectivamente.
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Modelos exponenciales con dispersién multivariados
Introduccién

Siguiendo un procedimiento analogo al empleado en el caso
univariado:
Familia exponencial natural multivariada:

f(z;0) = a(z)exp [ZTH—H(O)} paraz € RX,

con respecto a una medida adecuada sobre R¥, para alguna funcién
a, donde © = {9 eRk: [a(z)e? Pdz < oo} .

ko(s) = k(s + 0) — k(@) paras € © — 0
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Modelos exponenciales con dispersién multivariados Introduccién

El caso bivariado

Modelo exponencial con dispersion aditivo:
f*(z;0,\) = a*(z; \)exp |27 0 — \r(0)| paraz € R,

para alguna funcién a*(z; \), la cual corresponde a reemplazar la
funcién acumulante x por Ak .

E(Z) = My Var(Z) = \V(n)

Modelo exponencial con dispersién reproductivo:
Aplicando la transformacién de escala Y = Z/,

f(y;0,)\) = a(y; Nexp {)\ [yTO - /@(0)]} paray € R,

E(Y) = py Var(Y) = A"'V(p).
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Modelos exponenciales con dispersién multivariados Introduccién

El caso bivariado

Jgrgensen y Martinez [4] desarrollan un método de construccién de
modelos ED multivariados de manera de obtener una estructura de
correlacién méas flexible.
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El caso bivariado

Dado un modelo exponencial con dispersion aditivo con un (nico
parametro \ , la FGA es:
(s,t) — Akp(s, t), A € Ry

Método de convolucion extendido:

L] [ W 0 Ui
a2l la e
donde los tres vectores del lado derecho se consideran
independientes
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Modelos exponenciales con dispersién multivariados Introduccién

El caso bivariado

FGA bivariada para el vector aleatorio Z:
KQ(S, t) = )\12Hg(5, t) + /\1/%9(5, 0) + )\2/%9(0, 1.').

Por medio del célculo de k1(01,62) y k2(01,62), las dos
componentes de £(61,62) y de kjj(61,62) parai,j=1,2, se

obtienen:
A11/41 }
E(Z) =
(2) { A22fi2
donde A12 + A1 = A11 5 A2 + A2 = oo y g son las componentes

dep, j=1,2

Cov(Z) = A& V()
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Modelos exponenciales con dispersién multivariados Introduccién

El caso bivariado

donde A es la matriz de pesos definida por

[ 2] - 13 28]

Forma aditiva del modelo bivariado: ED*(u, \)
La forma reproductiva del modelo ED bivariado se obtiene
aplicando la transformacién de escala:

SRS
Y2 22/ A2
con parametros:
M1
E(Y) =
) = [
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Modelos exponenciales con dispersién multivariados Introduccién

El caso bivariado

Cov(Y) ==X 0 V()

donde X, la matriz de dispersién, es:

1 A12

— A11 A11A22
r= A12 1
A11)22 A22

Forma reproductiva del modelo bivariado: ED(u, X)
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Convergencia de los modelos multivariados
Teoremas

Convergencia de los modelos multivariados

En base a los resultados de convergencia presentados para el caso
univariado, se especula que los modelos ED bivariados recién
presentados pueden converger bajo ciertas condiciones a una
distribucidn de probabilidad Tweedie 0 mas ain a una distribucidn
tipo gamma como extensién del Teorema desarrollado por
Jgrgensen, Martinez y Tsao para el caso univariado.
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Variacién regular
Transformada de Laplace

Convergencia de los modelos multivariados
Teoremas

Definiciones

Omey y Willekens [6] extienden las definiciones de variacién regular

a R¥.

El caso bivariado

Una funcién medible u: R2 — R, es de variacién regular en

infinito con exponentes oy 8 € R si para todo x,y > 0, el limite
u(tx, sy) o B

lim ————*=x
min(t,s)—o0 U(t, S) y

existe y es finito.
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Variacién regular
Transformada de Laplace

Convergencia de los modelos multivariados
Teoremas

Definiciones

La funcién u sera de variacion regular en cero si para todo
x,y >0, u(Y/x,1/y) es de variacién regular en infinito.
Notacién: u € VR (, ) 5 0)-

>

Si o=y t=s —defincién de variacién regular de Stam [7] :

u(tx, ty)

_ «
ti>no70 U(t, t) - (Xy)
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Variacién regular
Transformada de Laplace

Convergencia de los modelos multivariados
Teoremas

Definiciones

Una funcién L(x, y) es de variacién lenta en infinito si para
cualquier x, y >0

o Leosy)

=1
min(t,s)—oco L(t, S)

La funcién L serd de variacién lenta en cero si para todo
x,y >0, L(/x,1/y) es de variacién lenta en infinito.
Notacién: L € VL ().

u(x,y) € VR(a, ) so0) & u(x,y) = x*yPL(x,y) donde
Le VLoo(O)
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Variacién regular

Transformada de Laplace

Convergencia de los modelos multivariados
Teoremas

Transformada de Laplace bivariada

Dada una medida v sobre R%r su transformada de Laplace es la
funcién en Ri dada por

w(t,s) :/7etxsyu(dx,dy)
0
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Variacién regular
Transformada de Laplace

Convergencia de los modelos multivariados
Teoremas

Teorema de Tauber-Karamata

Sea v una medida sobre Ri con la transformada de Laplace recién
definida , sea L € VL) y sean oy 3 no negativos. Entonces

1
MNa+1)r(g+1)

11
v(t,s) ~ t9sPL(t,5) = w <t’ s) ~ tPL(t,s)

cuando min(t,s) — oo (0)
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Variacién regular
Transformada de Laplace

Convergencia de los modelos multivariados
Teoremas

Convergencia tipo Tauber

Dado un modelo ED bivariado ED (s, X) generado por la medida v
con soporte 5 C (0,00) x (0,00). Si v € VR (v, B)(q). Por la
extension del Teorema de Tauber-Karamata para el caso bivariado,
la FGM para v tiene la forma

M, (61,62) = (—01) "% (—62) P L(—61,—62), 61,6, <0

para algin o > 0, 8 > 0 donde L € VL ().

Se quiere estudiar si %ED(C;L, Y) converge en distribucién, cuando
¢ > 0 tiende a cero o infinito, respectivamente a una distribucion
bivariada de tipo gamma tal como ocurre en el caso univariado

1
i ED(cp, E) 5 Ga (i, Ta,p)?
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Variacién regular
Transfo a de Laplace

Convergencia de los modelos multivariados
Teorem,

Extension bivariada del Teorema de Jgrgensen, Martinez y
Tsao

Se considerara el caso particular en que o = 3. La FGM para v
tiene la forma

M, (01,02) = (—601)“ (—62) " L(—b61,—02), 61,6, <0

donde L € VR (o), respectivamente.
Se parte de Z = (Zy,Z>) " ~ ED*(, N) con:

A1l A2 ]
A=
[ A2 A2

y FGA:
K*(Sl, S, /\) = )\12/€9(S1,52) + )\1119(51, 0) + )\259(0,52)
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Variacién regular

Transformada de Laplace

Convergencia de los modelos multivariados
Teoremas

Teniendo en cuenta que:
H9(51,52) = H(Sl + 01,5 + (92) — %(91, 92),

K*(s1,82; 1, N) = A12 [6(01 + 51,02 + s2) — K(61, 62)]
+ A1 [6(61 + s1,02) — K(61,602)]
+ A2 [K(01, 02 + 52) — K(61,02)]
= Mok(01 + 51,02 + 2) + Mk(61 + s1,62) + Aok(01,62
— (M2 + A1+ A2) k(61, 67).
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Variacién regular

Transformada de Laplace

Convergencia de los modelos multivariados
Teoremas

M*(Sl So; 14 /\) — eK*(S17S2:91,929\17}\2,)\12)
b 1 )

[eﬁ(91 +51,92+52)] A2 [eﬁ(91 +51,92)] A1 [eﬂ(91,92+52)] A2

[eﬁ(gl 792)] A2+A1+2

Teniendo en cuenta que
e ("102) — (—61)7 (—0,) " L(—61,—6,)

y trabajando algebraicamente:
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Variacién regular

Transformada de Laplace

Convergencia de los modelos multivariados
Teoremas

7a()\12+)\1) *a()\12+)\2)
M*(s1,50:0,R) — (1 + 51) (1 + 52>

0, 0>
L(—01 —s1,—02 — ) A2
[ L(—61,—0) ]
[L(—Hl — s, —ez)r [L(—Hl, —6, — 52)}*2
L(—61,—05) L(—61,—02)

. T A
Teniendo en cuenta que Y = (Y1, Y2)' = (/\ﬁ, ﬁ) y por
propiedad de las FGM:

S1 S .

M(s;0,N) = M (s1,5;0,N) = I\/I*()\—l, )\—2,0,/\)
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Variacién regular
Transformada de Laplace
Teoremas

Convergencia de los modelos multivariados

Entonces:

5 —a(r12+A1) 5 —a(A12+A2)
M ‘N = [14+ — 14 2
Gt = (1+57) (1+532)
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Variacién regular
Transformada de Laplace
Teoremas

Convergencia de los modelos multivariados

Se esta en condiciones de hallar:
lim M(s1,s2; p, N)
c—0

Para ello:
Se requiere utilizar una extensién del Teorema de representacién de

Karamata, que permite reexpresar la funcién L [1].

Se deben adaptar al caso bivariado resultados acerca del /im %

pn—0
desarrollados por Jgrgensen, Martinez y Tsao [3].
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Consideraciones finales

Consideraciones finales

m Primer resultado sobre convergencia de tipo Tauber para el
caso de un modelo bivariado

m Caracterizacién de los dominios de atraccién a modelos
Tweedie bivariados

m Contribucién a la metodologia desarrollada para modelizar
datos multivariados no normales

Primer paso hacia el estudio del caso multivariado general
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