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Introduccidn

El caso clasico

L(u(x)) =div(A(x)Vu(x)) + b(x)-Vu(x) xeQcR”
u=0 x € 002

donde A(x) = (ajj(x)) es definida positiva y simétrica p/c x € Q, y
Ay b tienen coeficientes acotados en Q.

Observar que L estd dado en forma de divergencia. Utilizando la
teoria de operadores compactos, simétricos y autoadjuntos se
prueba que:

Teorema

El operator autoadjunto L posee una sucesion infinita, discreta y
numerable de autovalores 0 < A1 < A\p--+ = oo cuyas autofunciones
forman una base de Wg’Z(Q).
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Introduccidn

Es mds, se tiene una caracterizacién variacional de los autovalores

Teorema

El primer autovalor esta dado por
A= inf{J(u) tu#0,ue W2 (Q)),

es simple y tiene una autofuncion con signo constante. J es el
Jo AVu-Vu+bu-Vu+cu? dx
Jq u? dx

cociente J(u) =

Teorema

Es mds, los autovalores se pueden escribir variacionalmente como
A k = inf J ( U )

donde infimo se toma sobre las u € W01’2(Q) # 0 tales que
(u,v)=0Vve{Vq, ., Vik1}, siendo V; el autoespacio de ;.
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Introduccidn

Sin embargo, en el caso en el que el operador no estd dada en
forma de divergencia,

L(u(x)) =D, ajug +b(x)-Vu(x) xeQcR"
)

resulta que no es autoadjunto y no se puede aplicar la misma
teoria. Es mds, los autovalores y autovectores en general son
complejos.

Sin embargo, utilizando los resultados de Krein-Rutman se puede
probar que:

Teorema

El operador L con condiciones de contorno Dirichlet posee un
autovalor principal \1 que es real, i.e., si X\ es cualquier otro
autovalor, Re(\) > \q.

A1 es simple y su autofuncion tiene signo constante en €.
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Problema no local

En este trabajo consideramos operadores elipticos no locales y no
dados en forma de divergencia con un término gradiente:

Zu(x) = LI;IZ igg Lk, ,u(x) +c(x) - Vu(x) J

donde {Lk, ,}aca bes s una familia de operadores lineales
integro-diferenciales dada por

Lk, = fR (u,x;y)Kap(y) dy,

(u,x,y)=u(x+y)+u(x—y)+2u(x).

La funcién c es uniformemente acotada en Q y la familia de
nticleos {K, p}aca bes €S simétrica y comparable con respecto al
nicleo del laplaciano fraccionario —(-A)*®, for s € (0,1).
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Esto es,
@ CadaZeLesdelaformaZ =Lk +c-V for Ke K.

@ Existen constantes A < A tales que
_ 2 2\
K (Y)::W (1 5)<K()/)—Hnﬁ( -5)=K'(y)

@ Existe ¢ > 0 such that |c| < ¢” uniformemente en Q.
Entonces definimos los operadores maximales de Pucci

Miu(x) = Miu(x) = c*[Vu(x)],
donde si S*(t) =At, —At_y S7(t) =\t — A\t

M;cu(x)—sup Lxu(x)=2(1- )[ 5(5(|:+;<55’))dy7

_ S7(0(u,x,y))
=sup L =2(1- SERNAS ML 2V
Migu(x) = sup Licu(x) =2(1 =) [ 2= 05 dy
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Con estas definiciones diremos que

Definicion

Un operador I es eliptico con respecto a la familia de operadores
lineales L si

Mz (= v)(x) € Tu(x) - Tv(x) < M (u - v)(x).

Una familia de operadores que satisface las condiciones previas es
L={Lc=-(-A)"+c-V:]c|<c"}

Definicidon

Decimos que T es un operador continuo respecto a L en § si
(1) Z es eliptico respecto a L en £,
(2) Zu(x) estd bien definido para ue C1t(x)n LY (ws) y x € Q,

(3) Zu es continuo en B,(xo) Yue C3(B,(x0)) n L (ws) y
B, (x0) c 2, donde
ws(dy) = min{L, |y|~(""2)}dy.
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Si definimos las cantidades

1(Z,Q) =sup{3v e E(Q),v>0enQyv>0enQ:Zv+Av<0enQ}
A

A (Z,Q) =sup{3ve E(Q),v<0enQyv<0enQ:Zv+Av>0enQ}
A
tenemos que:

Teorema (Q-S-X 2015)

Si Q c R" satisface la condicion de la bola exterior, s € (%, 1).
Existen funciones ¢*, ¢~ € E(Q) = C(Q) n L' (ws) tales que ¢* >0
y ¢~ <0 en Q, y satisfacen

~T* = Mg inQ,
~Tp™ =M\ ¢ inQ,
ot =¢"=0 in R"\ Q.
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Es mas,
Teorema (Q-S-X 2015)

Sea Q c R" con la condicién de la bola exterior y s € (%, 1).
Supongamos que existe una solucién viscosa u € C(Q) n L (ws) de

-Zu=M\u in Q,
u=0 in R" N\ Q,
o de
-Zu<Au in Q,
u(xp) >0, w<0 in R\ Q,

para algtin xg € Q). Entonces u = t¢"* para algin t € R. Si
ve C(Q)n LY (ws) alguna de las dos ecuaciones con \] en vez de
A1 (1,Q), entonces v = t¢~ para algin t € R.
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Idea de la prueba del Teorema 1

Definimos el espacio

X:={feC(R") : f=0in Q°}, J

y llamamos K al cono en X con vértice en 0

K:={feX:f>0inQ} |

el cual induce un orden <en X: si f,ge X

f<g < g-fekK. )

Dada f € L*(R"), sea u solucién viscosa de

—Zu="fen Q, u=0enR"\Q. )

Definimos el operador solucién T

T(f):=T°Y(~f) = u. |
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Idea de la prueba del Teorema 1

Entonces se prueba que:

@ T es 1-homogeneo

@ T es continuo en X

@ T es compacto en X

@ el orden < es estricto

e vale la condicién (H): existe ue Ky M>0: u<MTu

Utilizando el Teorema de Krein-Rutman sigue el resultado.

Lo “dificil” es probar la compacidad de T y construir la funcién u
que satisfaga (H). J
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Regularidad Interior

de la solucién de

(P)
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En [Chang Lara] se prueba la siguiente regularidad Holder interior
para (P):

Lema (Interior regularity)

Sea f € L*° y u una solucién viscosa de

~Zu="f in Bl
u=0 in R"\ Bj.

Entonces u e C%(By),) para un valor universal a € (0,1), y
satisface,

lullca(sy) € Cllulli=(sy) + [FlLe(B1))

para alguna C universal.

Ariel M.Salort Principal eigenvalues of integro-differential elliptic equations



Regularidad hasta el Borde

de la solucién de

(P)

-Zu="f in Q
u=0 in R"\Q

Ariel M.Salort Principal eigenvalues of integro-differential elliptic equations



Resultados preliminares:

Lema (Comparacién)

SiuelSC(Q)n LY ws) yveUSC(Q) N L(ws) son una
super-solucion y una a sub-solucion de Zw = f en 0, entonces
u>venR"~Q implica u>venR".

Teorema (Existencia de solucién)

Sea Q2 c R" con la condicién de la bola exterior, T un operador
continuo respecto a L, f y g acotadas. Entonces el problema de
Dirichlet

ZTu=f enQ, u=genR"\Q
tiene una tnica solucion viscosa u.

Teorema (Strong Maximum Principle)

Sea u € LSC(Q) n L} (ws) una super-solucion viscosa de
~M;u>0, u>0inR". Entonces u>0en€Q ou=0 en Q.
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La funcién ¢”(x) = (x,)” permite estudiar el comportamiento de
las potencias de la distancia al borde.

Dado s € (0,1), para B € (0,2s) ¢’ (x) satisface en {x >0}
Mi(9P) = c*(B)XP72* y My (oP) = ¢ (B)x"~>*

donde c¢* = c*(s, 3,n), y son continuas respecto a s y [3 in

{0<s<1,0<p3<2s}. Esmds, existen 31 < (2 in (0,2s) tales que

c"(B1)=0 and c (B2)=0
Es mads,
c™(B) <0if (0, 51), c™(B) >0 if (B1,2s)

¢ (B) <0if(0,[2), c (B) >0 if (52,2s).

En particular, para —(-A)® se tiene que 1 < s < [a.
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Sea {xk}ken € Q tal que d(xx) — 0 cuando k — oo y dy := d(xk).
Dado 3 € (0,2) definimos

B —du)\?
gk(z) = (d(Xk;;dkz)) +(d(Xkdkdk )) - 2.

Entonces

lim Mdz _ C+(;3)7 lim fR” Mdz = Cf(ﬁ),

k—oco JRP ‘Z‘n+2s [ |Z|n+25
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Lema

SeaQQcR"”, s€(0,1) y

d(x)? ifxeQ;s
E(x) =14 if x e QN Qs
0 if x e Q°

Entonce existen C,§ > 0 tales que

(a) Mg(£(x)) 2 Cd7(x) if B € (B1,2s),
(b) Mi(€(x)) <=Cd?>(x)  ifBe(0,B),
(€) Mi(&(x)) > Cd?2(x) if B € (B2,25),

(d) Mr(&(x)) <-Cd*#(x)  if B (0,52)

para x € s, donde 0 < 81 < B> < 2s son los dados anteriormente.

4
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El lema anterior junto con el principio de comparacidén permite
arribar al resultado fundamental para la regularidad hasta el borde

Lema

Sea u solucion de (P) con s € (3,1), entonce existe § >0 y
Be(0,5) tal que

lu(x)| < Cd(x)?  VxeQs

para alguna constante C > 0.

A

y asi, finalmente,

Lema (Boundary regularity)

Sea u solucién de (P) con s € (%, 1). Entonce existe 6 >0 y
B (0, ) tal que

lu(x) —u(y)|< Clx-y|® foryedQ,xeQ;.

A
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Idea de la prueba del Teorema 2

La simplicidad del autovalor principal sigue probando la siguiente
estimacién del tipo ABP

Teorema

Sea f continua y acotada, y s € (1/2,1). Sea u solucién viscosa de
Miu(x) + ct|Vu(x)| > -f(x) in By,

u<0in R"\ By. Entonces supg, u< C|f| =g,y con C
independiente de s.
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Gracias por su atencion.
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