PRINCIPIOS DE COMPARACION PARA

SOLUCIONES VISCOSAS EN EL GRUPO DE
HEISENBERG

Expositor: Julio Alejo Ruiz
Autores: Pablo Ochoa - Julio Alejo Ruiz

Universidad Nacional de Cuyo - CONICET

22 de septiembre




Nocién de solucidn viscosa

Pablo Ochoa - Julio Alejo Ruiz PRINCIPIOS DE COMPARACION PARA SOLUCIONES VISCOSAS EN EL GRUPO DE HEISENBERG 1 /17



Nocién de solucidn viscosa

Supongamos que u € C? es una subsolucién cldsica de la ecuacién
de Laplace en 2, es decir

—Au <0.
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Nocién de solucidn viscosa

Supongamos que u € C? es una subsolucién cldsica de la ecuacién
de Laplace en 2, es decir

—Au <0.

Consideremos una funcién test € C2 tal que u(zo) = ¢(z0) y
que u — ¢ tiene un maximo local en zg € €2

Figura: Funcidn test ¢

v
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Nocién de solucidn viscosa

De la concavidad local de u — ¢ tenemos que

0> A(u — ¢)(zo)
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Nocién de solucidn viscosa

De la concavidad local de u — ¢ tenemos que

0> A(u — ¢)(z0) = Au(wo) — Ap(zo)
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Nocién de solucidn viscosa

De la concavidad local de u — ¢ tenemos que

0> A(u—¢)(x0) = Au(zo) — Ap(xo) = —Ap(o),
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Nocién de solucidn viscosa

De la concavidad local de u — ¢ tenemos que

0> A(u—¢)(x0) = Au(zo) — Ap(xo) = —Ap(o),

lo que implica que

—Ap(zg) <0.
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Nocién de solucidn viscosa
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Nocién de solucidn viscosa

Supongamos que u € C? es una supersolucién clasica de la ecuacién de Laplace en
Q, es decir
—Au > 0.
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Nocién de solucidn viscosa

Supongamos que u € C? es una supersolucién clasica de la ecuacién de Laplace en
Q, es decir
—Au > 0.

Consideremos una funcién test ¢ € C2 tal que u(xg) = ¢(x0) y que u — ¢ tiene un
minimo local en xg € €2,

|
|
|
|
I
zp

Figura: Funcidn test ¢
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Nocién de solucidn viscosa

Supongamos que u € C? es una supersolucién clasica de la ecuacién de Laplace en
Q, es decir
—Au > 0.

Consideremos una funcién test ¢ € C2 tal que u(xg) = ¢(x0) y que u — ¢ tiene un
minimo local en xg € €2,

|
|
|
|
I
zp

Figura: Funcidn test ¢

entonces
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Definicidn de solucidn viscosa
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Definicidn de solucidn viscosa

Consideremos

F(z,u, Du, D*u) = 0,z € Q C R™.

Pablo Ochoa - Julio Alejo Ruiz PRINCIPIOS DE COMPARACION PARA SOLUCIONES VISCOSAS EN EL GRUPO DE HEISENBERG 4 /17



Definicidn de solucidn viscosa

Consideremos

F(z,u, Du, D*u) = 0,z € Q C R™.

Definicién

Seau: Q) — RU{—o0},u e SCS(Q), u es una subsolucion
viscosa de F' = 0 en el punto xq si para cualquier funcion test
© € C%(Q) tal que u(zo) = p(x0) y que u — @ tiene un maximo
local en xq, entonces

F(x0,u(z0), Do(x0), D*p(x0)) < 0;

Definimos supersoluciones de manera analoga y finalmente:

Definicion

Decimos que u es una solucion viscosa en el conjunto abierto §2 si u
es subsolucion y supersolucion viscosa en cualquier punto xy € Q.
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El grupo de Heisenberg con 3 pardmetros
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El grupo de Heisenberg con 3 pardmetros

Sea

1 a ¢
G = 0 1 b)]:a,bceRy,
0 0 1

junto con la multiplicacion usual de matrices.
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El grupo de Heisenberg con 3 pardmetros

Sea

1 a ¢
G = 0 1 b)]:a,bceRy,
0 0 1

junto con la multiplicacion usual de matrices.

(G, ) es llamado el grupo de Heisenberg con 3 pardmetros. J

Pablo Ochoa - Julio Alejo Ruiz PRINCIPIOS DE COMPARACION PARA SOLUCIONES VISCOSAS EN EL GRUPO DE HEISENBERG 5 /17



El grupo de Heisenberg con 3 pardmetros

Sea

1 a ¢
G = 0 1 b)]:a,bceRy,
0 0 1

junto con la multiplicacion usual de matrices.

(G, ) es llamado el grupo de Heisenberg con 3 pardmetros. J
Sea ¢ : R? — G,
1 X1 t
¢($1,:L‘2,t) = 0 1 T2
0 0 1

Pablo Ochoa - Julio Alejo Ruiz PRINCIPIOS DE COMPARACION PARA SOLUCIONES VISCOSAS EN EL GRUPO DE HEISENBERG 5 /17



El grupo de Heisenberg
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El grupo de Heisenberg

Definicidén

H = (R3,")
(z,y,2) - (2,¢,7) = @@+ 2, y+y, 2+ 2 + 2’y — z/).
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El grupo de Heisenberg

Definicidén

H = (R3,")
(z,y,2) - (2,¢,7) = @@+ 2, y+y, 2+ 2 + 2’y — z/).

El elemento neutro es (0,0,0). |
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El grupo de Heisenberg

Definicidén

H = (R3,")
(z,y,2) - (2,¢,7) = @@+ 2, y+y, 2+ 2 + 2’y — z/).

El elemento neutro es (0,0,0). |

El elemento inverso de (z,y, z) es (—x, —y, —z). ]
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El grupo de Heisenberg

Definicidén

H = (R3,")
(z,y,2) - (2,¢,7) = @@+ 2, y+y, 2+ 2 + 2’y — z/).

El elemento neutro es (0,0,0). |

El elemento inverso de (z,y, z) es (—x, —y, —z). ]

H = (R3,-) es llamado el grupo de Heisenberg de primer orden.. J
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Estructura diferenciable
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Estructura diferenciable

Tomamos como base del espacio tangente en cada punto p = (z,y, z)
Xl(p) = Oy + 2y0,
Xo(p) = 0y — 220,

X3(p) = [X1, Xo] = —40;,
donde

(X1, Xo] = X1 X — Xo X
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Estructura diferenciable

Tomamos como base del espacio tangente en cada punto p = (z,y, z)
Xl(p) = Oy + 2y0,
Xo(p) = 0y — 220,

X3(p) = [X1, Xo] = —40;,

donde
(X1, Xo] = X1 X — Xo X

Hop = gen{X1(p), Xa(p)}

es el espacio horizontal de vectores tangentes en el punto p = (x,vy, 2).
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Célculo en H
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Célculo en H

Definicién

Dada una funcién u : H — R consideramos
Du = (X1u, Xou, X3u) € R®,

el gradiente (total) de .
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Célculo en H

Dada una funcién u : H — R consideramos

Du = (X1u, Xou, X3u) € R®,
el gradiente (total) de .

)
Definicién

El gradiente horizontal de u es

DHu = (Xlu,Xgu) € rHoyp,
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Célculo en H

Dada una funcion u : H — R consideramos
Du = (X1u, Xou, X3u) € R®,
el gradiente (total) de .

El gradiente horizontal de u es

DHU = (Xlu,Xgu) € rHoyp,

La Hessiana horizontal simetrizada de u la cual viene dada por

1
5 X12u 7(X1X2u+X2X1u)
(Dyu)" = 2

1
§(X1X2u+X2X1u) X%u
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Topologia en H
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Topologia en H

Distancia Carnot-Carathéodory (distancia CC)

doc(p,q) = Wf{||[y(@#)|| : v(t) € Ho ), ¥t € 1,7(0) = p,v(1) = q},
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Topologia en H
Distancia Carnot-Carathéodory (distancia CC)

doc(p,q) = Wf{||[y(@#)|| : v(t) € Ho ), ¥t € 1,7(0) = p,v(1) = q},

Definimos un gauge suave en el grupo H (Heisenberg gauge) por:

Iply = ((@® +5%)* +162%) /%, para p = (z,y,2) € H.

La correspondiente distancia es:

du(p,q) = |¢~" - plu, para todo p,q € H.
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Topologia en H
Distancia Carnot-Carathéodory (distancia CC)

doc(p,q) = Wf{||[y(@#)|| : v(t) € Ho ), ¥t € 1,7(0) = p,v(1) = q},

Definimos un gauge suave en el grupo H (Heisenberg gauge) por:

Pl = ((2° +y%)* +162%)'/4, para p = (x,y,2) € H.
La correspondiente distancia es:

du(p,q) = |¢~" - plu, para todo p,q € H.

Observacion

La topologia inducida por dy; en H es la misma que la topologia
usual de R3.
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1

(a)
Figura: Representacién de B ((0,0,0),1)
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Bolas en H

A A

i N

Figura: Representacién de By ((2,—1,3),3)
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Resultado
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Resultado

Teorema (P. O., J. A. R., 2016)
Supongamos que las hipétesis (H1)-(H3) se cumplen. Para

cualquier dato ug € C(f), existe a lo sumo una solucién viscosa

u € C(Q) del siguiente problema de Dirichlet:

{ —tr(A(p) V3, u(®)) + (b(p), Vau(p)) = f(p) sipeQ
u(p) = uo(p) para p € 9.
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Hipdtesis
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A:Q-R>*2 b:Q—>R3y f:Q— R son continuas en Q, y A
es simétrica y definida positiva.
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A:Q-R>*2 b:Q—>R3y f:Q— R son continuas en Q, y A
es simétrica y definida positiva.

A es uniformemente eliptica, esto es, existe una constante vy > 0
tal que:

~vI = A.
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A:Q-R>*2 b:Q—>R3y f:Q— R son continuas en Q, y A
es simétrica y definida positiva.

A es uniformemente eliptica, esto es, existe una constante vy > 0
tal que:

~vI = A.

(H3)
Para cada pg € €, existe un entorno U de pgy, una constante C' > (
ym >4 tal que:

1b(p) — b(g)|| < Ch(p- g~ )™, para todo p,q € U.
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Ejemplos
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Ejemplos

Ejemplo 1: Laplaciano subeliptico.

Sea:
Agou(p) = f(p), pEQ,

donde:
Agu = Xiu+ Xau.
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Ejemplos

Ejemplo 1: Laplaciano subeliptico.

Agou(p) = f(p), pEQ,

Agu = Xiu+ Xau.

Ejemplo 2: ecuaciones lineales en forma de divergencia.

Sea M : Q — R?*2, M € C' un campo matricial simétrico y definido positivo.
Consideramos la siguiente ecuacién en forma de divergencia:

—divy, (M (p) Vou(p)) = f(p).
La cual es equivalente a:
—tr(A(p) Vi, u(p)) + (b(p), Vau(p)) = f(p),

donde:

A(p) = M(p), b(p) = —diva, M(p).
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Principio de comparacién

Pablo Ochoa - Julio Alejo Ruiz PRINCIPIOS DE COMPARACION PARA SOLUCIONES VISCOSAS EN EL GRUPO DE HEISENBERG 15



Principio de comparacién

Principio de comparacién (P. O., J. A. R., 2016)

Asumamos (H1), (H2) y (H3). Sea v € SCS(2) una subsolucién y

v € SCI(R) una supersolucién de

{ —tr(A(p) V3, u(®)) + (b(p), Vau(p)) = f(p) sipeQ
u(p) = uo(p) para p € Q.

Entonces:

u<wv in Q.
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Existencia a través del Método de Perrdn
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Existencia a través del Método de Perrdn

Teorema

Supongamos que existe una subsolucién viscosa u € SCS(Q) y

una supersolucion viscosa u € SCI(Q2) de

) { —tr(A(p) V3, u(p)) + (b(p), Vru(p)) = f(p) sipeQ
u(p) =0 para p € 09,

tales que:

en 0X). Entonces:

u(x) = sup{v(z) : u <v <uenQ yw es una subsolucién de (x)},

definida para todo x € ), es una solucién viscosa.
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iMuchas gracias!
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