Ecuaciones en derivadas parciales parabdlicas

como problema inverso de momentos

Maria B. Pintarelli

Grupo de Aplicaciones Matematicas y Estadisticas de la Facultad de Ingenieria
(GAMEFI) UNLP
Departamento de Matematica - Facultad de Ciencias Exactas - UNLP

UMA 2016



Introduccion

Consideramos ecuaciones en derivadas parciales parabdlicas de la
forma:
we — (wy), = r(x, t)

donde la funcién desconocida w(x, t) estd definida en
E = (a1, b1) % (a2, b2). También asumimos que r(x, t) es
conocida. Consideramos las condiciones

wy (a1, t) = ki(t) wy (b1, t) = ko(t)

w(x, a2) = hi(t) w(x, by) = ho(t)
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Introduccion

Problema de momentos generalizados Hallar f(x) sobre

Q ¢ R? dados sus momentos

Wi = /g,-(x)f(x)dx ieN
Q

donde:

(g)ien secuencia de funciones (conocidas) en L2(£2) linealmente
independientes

(1i)ien son los datos conocidos

Condicién necesaria y suficiente de existencia de solucién:
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Introduccion

Método para construir una soluciéon:método de expansion truncada
Se considera el problema finito:

pi = /g,-(x)f(x)dx i=0,1,2,....n
Q
se aproxima f(x) con pp(x) = 7o Niwi(x)
ortonormalizacién de (g; o —>(<Pi(X)),{7:o
(Ai)i_ son coeficientes que dependen de (u;)7_,



Transformacion a una ecuacion integral

Sea F(w(x,t)) = r(x, t) una ecuacién en derivadas parciales, con
solucién w( t) y condiciones en el borde C = JE de una regién
E= (alvbl) ( ap, b2)

Wx(al7 t) = kl(t) WX(bl, t) = kz(t)
w(x, a2) = hy(t) w(x, by) = ho(t)
Sea F* = (Fi(w), F2(w)) campo vectorial tal que:

w satisface div(F*) = h*(w) con h* conocida
y reciprocamente
si w satisface div(F*) = h*(w) entonces F(w(x,t)) = r(x, t)
Especificamente en este caso F(w(x,t)) = w; — wxx y tomamos

F* = (Fu(w), Fa(w) = (=)
h*(W) = _r(Xv t)



Transformacion a una ecuacion integral

Escribimos
we — (wr), = r(7,€)
Sea u(x, t,7,§) funcidn auxiliar

u(x,t,7,€) = e “cos (2—”7)

1

Como
udiv(F*) = uh™(w)
tenemos
// udiv(F*)dA:// uh™(w)dA
E E
ademds
udiv(F*) = div(uF™) — F* - yu

y

//E udiv(F*)dA = //Ediv(uF*)dA—//E F* . s7udA

=[c(uF*)-nds
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Transformacion a una ecuacion integral

obtenemos [, uh*(w)dA = [.(uF*)-nds — [[. F* - 7udA
donde syu = (ur, ug)
Consideramos la integral

// F*-vudAZ// Fiur + FaucdA
E E

Integrando por partes:

by by
// FlquAz/ / Fiu-drd¢ =

by
:/ (w(b1,&)ur(x,t, b1,&) — w(a1, &)u-(x, t,a1,&)) dé— / / &)ur-drde

Notar que en (7) si x es un ndmero natural

U-,—(X, t, bl?é-) =—e );)711-5 (Flbl) =0
y si a1 = 0 entonces

e XT [ xT
ur(x,t,a1,€) = —e tgb—sm (—al) =0
1



Transformacion a una ecuacion integral

Entonces si x € Ny a; = 0:

//EF*-VudA—//E(wuffwuf)dA—/azb2 /: WU<<)Z:)2+t> drd§

Ademis si anotamos C = 0E = CG; U G U G3 U G4 entonces

by
* / (uF*)-nds = / u(x,t,7,a) w(r, a2) dr
C3 G ar ——
b2 — hi(7)

| G f| e
| by

az C. : / (UF*)'I'IdS = _/ U(X7 t,7, b2) W(T7 b2) dr
| 1 o, C3 a1

———
ha(7)

by
/(uF*)~nds:/ u(x, £, by, €) wr (b, €) d¢
G 32 ———

k2 (€)

by
(uF*)~nds:—/ u(x, t, a1, €) w (a1, €) dE
—_——

a
ki(€)

a; by

Figura: regién E
J-



Transformacién a una ecuacién integral

Escribimos
G = F*) - nd F*) - nd F*) - nd F*) - nd
(x,t) /Cl(u )ns—i—/cz(u )ns—i—/CS(u )ns+/c4(u ) - nds
Rex.t) = [[ rn€ux. e e)an
finalmente, sixe Ny a; =0:
2 [, €)u(x, t 7, )drdg = SN RO () (1)

SiE={(r,8)/7>0 ;a << by} entonces tomamos

u(x, t,7,€) = e “cos (x7)

y debe cumplirse w(r,£) — 0 cuando 7 — o0



Solucién del problema de momentos generalizado

La ecuacién (1) es de la forma:

by by
/ / w(r,€)K(x, t,7,€)drde = p(x, 1)

Asignamos : x =i, i=0,1,..m y t=j, j=0,1,..,n vy
consideramos el siguiente problema de momentos finito bidimensional

by b
/ / W(T7£)KU(T7€)de£:<P(i7j) :MU i:07 17"'7m j:o, 17"'7”
Método de expansién truncada: Se considera la base {¢i(7, &)}, obtenida de

{Kij(r,&)} con i=0,1,....m j=0,1,...,n por el método de Gram-Schmidt
Escribimos {Ki(7,&)}i_y ¥y {ni}i_o con r = m.n

w(T,8) % pr(1,€) = ZML(TS) )\—ZC,,,u,l—O,l,...,

i=0 Jj=0
C,-- _ . T g |¢k(7-7 )>CJ . (7, -1 1 i<r1<j i
i (Z( ||¢k( OF W | - lldi(m €l <i<rl1<j<

o
[

llpi(r, €)||7" i=0,1,..,r.
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Teorema 1

Sea{{im};,_o un conjunto de nimeros reales ¢ y E dos niimeros positivos tales
que

2
< é? (2a)

by
K""(T: €)W(T7 g)deg — Mm

/b2 /bl [(b1 —a) W+ (b — a) Wg] drdé < E (2b)

entonces

by by E2
/ / |w(r, €)P drde < ml’n{HCCTHEQ—I—iz; m:O,l,...,r}
as ay m 8(m+ 1)

2

/ /b1 1P (7, €) — w(r, £)|? de£<HCC Hs T

Si E = (a1, 00) X (ap, 00), entonces (2b) es reemplazado por

/Oo /Oo [Twi + Ewﬂ Exp[r + €]drde < E?
az

a

yt"w(r,€) -0 if T — oo forall meN y E"w(r, &) -0 if £ 00 forall neN
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Ejemplos numéricos

Ejemplo 1 Consideramos la ecuacién
Wi — Wi =0

en el dominio E = (0,2) x (0,2) y condiciones de contorno en 9E :
wi(0,t) = e " wi(2,t) = cos(2)e” "
w(x,0) = sin(x) w(x,?2) = sin(x)e >

Solucién exacta w(x, t) = sin(x)e™*

Fueron tomados r = 9 momentos

La exactitud es en este caso: f02 f02 |po(x, t) — w(x, t)|* dxdt = 0,0361472

FIgU ra: Solucién aproximada: gris oscuro, solucién exacta: gris claro
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Ejemplos numéricos

Ejemplo 2 Consideramos la ecuacién

—3t
Wi — Wi = —de T

en el dominio E = (0,1) x (0,00) y condiciones de contorno en OE
w,(0,t) = e * wi(1,t) = e 7% w(x,0) =e

Solucién exacta w(x, t) = e3¢ Se tomaron r = 9 momentos.

Para aplicar Gram Schmidt a {Kj;(7,&)} consideramos el producto interno

((r,€), (1, ) /b/ F(r,€)6(r, €)e Sdedr

La exactitud es, con esta producto interno || pe(x, t) — w(x, t) ||*= 0,0250523

FIgU Fa: Solucién aproximada: gris oscuro, solucién exacta: gris claro



Problema inverso de Stefan

Problema inverso de Stefan unidimensional en una fase El problema de Stefan

consiste en encontrar w y s tal que
ow  Pw
B = o2 en {(x,t); 0 < x < s(t); t> 0}
ow
fg(o,t)ff(t) t>0
w(s(t),t) =0 t>0
ds ow
E_—E(s(t),t) t>0
x>0

w(x,0) = wo(x)

s(0)=a
Se quiere resolver el problema inverso de Stefan: hallar f(t) con s(t) conocida

de manera tal que se cumplen las condiciones anteriores.
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Problema inverso de Stefan

Escribimos
we — (wr), =0

Tomamos la funcién auxiliar
u(x,t,7,&) = e (D¢ cos (x7)

Entonces )

0°u Ju

ﬁ:uTT:X2u afé_:U&:—(t-f—l)U
Consideramos el campo vectorial F*(w) = (Fi(w), F2(w)) con
Filw)=w. F(w)=—w.
Escribimos E = {(7,&); 0 < 7 < s(&); £ > 0}.Usamos:

div(uF*) = udiv(F*) — F* - Vu

si - es el producto escalar y V es el operador gradiente
// udiv(F™)dA = // div(uF™)dA — // F* - VudA
E E E
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Problema inverso de Stefan

Por el teorema de la divergencia with C = JE:

//Eudiv(F*)dA:/C(uF*)~nds—//EF*-VudA

Calculamos [, F* - VudA:
Primero escribimos

F*-Vu=(F,F)- (ur,ue) = Fiur + Foug

Er ={(1,€); 0<7<s(£; 0<&< T,
luego tomamos T — oo.  Anotamos
Ff(w) = [ Fi(w)dT = w entonces

T ps(€)
// Fiu-dA = / / Fiurd7d€ =
Er o Jo

/ [FE(w(s(€), €))ur (x. £, 5(€).€) — FP(0,€))ur(x, £,0,€)] dé—

T ps(é)
/ / ur- FPdrd¢
o Jo
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Problema inverso de Stefan

w(s(€),€)) =0y u(x,t,0,€) = xsin(x,0)e~ Vs = 0 .

T prs(8)
// F* VudA = f/ / (urr FP(w) — Fa(w)ug) drdé =
Er 0
/ / (t+ 1)) drde
Ahora desarrollamos [,(uF*) - nds
s(0) s(0)
/ (uF™)-nds = / u(x, t,7,0)w(r,0)dr = / u(x, t,7,0)wo(7)dT
c1 0 0
s(T)
/63(uF*)~nds = /0 u(x, t,r, T)w(r, T)dx :g
T
/ (uF*) - nds = —/ u(x, £,0, €)w, (0, £)de
c4 0

]
/ (W) s = - /0 u(x, £, 5(€), £)se (€)dé
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Problema inverso de Stefan
Entonces

/ / w(® + (t + 1))drdé =

/ cos(x7)w(r,0)dT — / - cos(xs(€))e” Ve s (&)de—
0 0
/0 ey, (0,€)de

Hacemos x>+ t+1=0
Joo e, (0,€)dE =

f COS(\/T—].T)W(T,O)dT—fO cos(v/—t — 1s(€))e~ Vs (£)de = (1)

Asignamos valores a t: t =0,1,2, ...

/ T ety (0, €)de = () =
0
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Aproximacion numérica a la solucién

Para aproximar w;(0,§) se toma una base ¢; (§) i =0,1,2,...,n de L2(0, 00)
obtenida de la secuencia gi(¢) = e~ (8 por el método de Gram-Schmidt.

Entonces: .
w-(0,€) ~ pn () = > Nigi (€)
i=0
donde )
/\;:ZC,'J'/AJ' i:O,l,...,n
y
§) | ¢:(6)) 1 . o
G = 70 ifor 1 <n 1<
i (2}:( Yok /) i ()l <i<n J<i
G = llei©l™" i=0,1,..,n.

El siguiente teorema es una versién unidimensional del teorema 1.
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Teorema 2

n 5 e
Sea{pi};_o un conjunto de nimeros reales y sea ¢ y M dos
nidmeros positivos tales que

S lfs gex(©)de — mlF <2 5 SR ()] de < M

entonces si limg_,0o 'x(§) =0Vre N

/OOO Ix(€)[? de < mnl'n{HCTCH52+ (i’\fl); izO,l,...,n}

2

[ @ - prlerde < [Tl 2+ H

donde C es la matrix triangular con elementos Cj;
(I<i<nl<j<i).
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Ejemplo numérico

Hallar w+ (0, &) tal que

2
W O (r€) 0<r<s€) €50} with s€) = ITE
o9& ar2
—o o ds B ow 0
w(s(€), &) = £> P *5(5(5)75) >

w(r,0) = wo(r) = 05”5 v/7 [erf(0,25) et G)] r>0

0,25
e 1
La solucién exacta es wr (0, ) = — 7 A i . Se tomaron r = 6 momentos
+

Se aplica Gram Schmidt a {g;(£)}7_g en L2(0, co0) se considera el producto intertno

(i( /°° ) (€)e

Exactitud con este producto interno: || pg(&) — wr (0, ) ||?= 0,00306424

—0.30]
—-0.35
—0.40]
-0.45
—0.50]
—-0.55
—0.60]




Conclusiones

La ecuacién en derivadas parciales parabdlica
we — (wr),_ =r(1,£) sobre E =(0,b1) x (a2, b2)

puede ser escrita como una ecuacién integral de Fredholm

by b .
/ A W(T7 f)U(X, t, 7, g)d’fdf = M = QO(X7 t) xelN

() +)

" XTC
/ / OK(x t,7,)drde = p(x, ) ; K(x,t,7,) = e cos (77) xeN
1

Esta ecuacién es de la forma:

Si w(r, &) € L*(E), entonces

by by
/ / w(T, &) Ki(r,&)dTdE = pi i=0,1,2,..,j=0,1,2,...
0 as



Conclusiones

El problema inverso de Stefan que consiste en hallar w- (0, £) siendo w(r, &)
desconocida y tal que se cumplen las siguientes condiciones
ow  Pw

5 = ok en {(x, t); 0 < x < s(t), t> 0}

D0 =) t20 w00 >0

ds ow
— = ———(s(t), ¢t t>0
= st >
w(x,0) = wp(x) x>0 s(0)=a
es equivalente a resolver la ecuacién integral

/méﬁ“mmwgwfz

0
s(0) [eS)

/ cos(v—t —1r)w(r,0)dr — / cos(v/—t — 1s(¢))e " Dés, (¢)de = (1)
0 0

la cual es equivalente al problema de momentos generalizado

/ e W (0,6)dE = p(i) =i i=0,1,2..
0
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