
UMA 2016
Unicidad y estabilidad de soluciones de ecuaciones parabólicas en grupos
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Grupos de Carnot

Sea g un álgebra de Lie finito-dimensional que presenta una estratificación,
es decir:

g = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vr ,

donde Vi son subespacios lineales que satisfacen:

[V1,Vj ] = Vj+1, para j = 1, ..., r − 1,

[V1,Vr ] = {0}.
Definición: Un grupo de Carnot G es un grupo de Lie conexo,
simplemente conexo, finito-dimensional cuya álgebra de Lie presenta una
estratificación.
Distancia de Carnot-Carathéodory: dados p, q ∈ G, definimos:

d(p, q) = inf
{
L(γ) : γ : [0, 1]→ G, γ′(t) ∈ V1,γ(t) a.e.

}
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Grupos de Carnot como ĺımites de estructuras
Riemannianas

Si E1,E2 ⊂ Z , (Z , dZ ) espacio métrico, las distancia Hausdorff entre
E1 y E2 es:

HausZ (E1,E2) = inf
{
ε > 0 : (E1)ε ⊂ E2, (E2)ε ⊂ E1

}
.

Sean (X , dX ) y (Y , dY ) espacios métricos. La distancia de
Gromov-Hausdorff entre X e Y es:

dGH(X ,Y ) = inf
f ,g ,Z

HausZ
(
f (X ), g(Y )

)
.

Una sucesión (Xn, dn, xn) converge en el sentido de Gromov-Hausdorff
a (X , d , x) si la sucesión de bolas cerradas BXn(xn, r) converge con
respecto a dGH a BX (x , r), uniformemente en r .
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Grupos de Carnot como ĺımites de estructuras
Riemannianas

Sea (G, d) un grupo de Carnot de dimensión N, cuya álgebra de Lie está
equipada con una métrica Riemanniana, invariante por izquierda, tal que
V ′i s son mutuamente ortogonales. Sea:

{X1, ...,Xm}

una base ortonormal de V1, y:

{Y1, ...,Yn}

una base ortonormal de V2 ⊕ · · · ⊕ Vr . Para cada L > 0, sea gL una
métrica Riemanniana tal que {X1, ...,Xm, Ỹ1, ..., Ỹn} es ortonormal, donde
Ỹi = L−c(i)Yi .
Teorema: The sequence (RN , dL) Gromov-Hausdorff converge a (G, d)
cuando L→∞.
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Evolución de una superficie por curvatura media

Considere una familia de superficies suaves Mt ⊂ G. Sea:

Σ(Mt) =
{
p ∈ Mt : TpMt = V1,p

}
.

El flujo por curvatura media horizontal de {Mt}t es el flujo t → Mt en el
cual cada punto x(t) /∈ Σ(Mt) de Mt se mueve en la dirección del vector
normal horizontal a Mt en x(t), con velocidad igual a la curvatura media
horizontal.
Si Mt = {p : u(p, t) = 0}, entonces:

∂tu(t, p) =

m1∑
i ,j=1

(
δij −

XiuXju∑m1
i=1(Xiu)2

)
XiXju,

donde m1 = dim(V1).
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Evolución de una superficie por curvatura media

Consideremos una familia de superficies Mt ⊂ RN , t ≥ 0, obtenidas por
rotación del gráfico de φ = φ(pN , t) alrededor del eje pN . Entonces:

Mt =
{

(p1, ..., pN) :
( N−1∑

i=1

p2
i

)1/2
= φ(t, pN)

}
.

Sea:

u(t, p1, ..., pN) = φ(t, pN)−
( N−1∑

i=1

p2
i

)1/2
,

entonces Mt puede considerarse como el conjunto de nivel cero de u.
Observación:

u(t, p1, ..., pN) = u0

(
t,

N−1∑
i=1

p2
i , pN

)
,
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Contexto general

Se consideran ecuaciones parabólicas:

ut + F(t, p, u,∇G,0u,∇G,1u, (∇2
G,0u)∗) = 0, (t, p) ∈ ΩT = (0,T )× Ω,

donde:

∇G,0u(p) =

m1∑
i=1

(Xi ,pu)Xi ,p, ∇G,1u(p) =

m2∑
i=m1+1

(Xi ,pu)Xi ,p,

y las entradas de la matriz Hessiana vienen dadas:

(∇2
Gu
∗)ij =

1

2

(
XiXju + XjXiu

)
, i , j = 1, ...,m1,
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Hipótesis en el operador F

F : [0,T ]×Ω×R×
(
Rm1 \ {0}

)
×Rm2 × Sm1(R)→ R es continuo y

propio.

Para cada τ > 0:

F(t, p, r , τη, τξ,X ) = F(t, p, r , η, ξ,X ).

Para cada compacto K ⊂ [0,T ]× Ω× R, existe LK > 0:

F(t, p, r , η, ξ,Y)−F(t, p, r , η, ξ,X ) ≤ LKσ,

para todo (t, p, r) ∈ K , (η, ξ) ∈ (Rm1 \ {0})× Rm2 , y X , Y:

X ≤ Y + σI ,

para alguna σ > 0.

F∗(t, p, r , 0, ξ,O) = F ∗ (t, p, r , 0, ξ,O) = 0. También F∗ y F∗ son
localmente acotados.
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Soluciones viscosas

Subjets. Sea u semi-continua superiormente en (t, p).

P2,+u(t, p) =
{

(a, η, ξ,X ) ∈ R× Rm1 × Rm2 × Sm1(R) such that

u(s, q) ≤ u(t, p) + a(s − t) +
〈
η, (p−1 · q)1

〉
+
〈
ξ, (p−1 · q)2

〉
+

1

2

〈
X (p−1 · q)1, (p

−1 · q)1

〉
+ o
(
dc(p, q)2 + |s − t|

)}
.

Para v semi-continua inferiormente se define

P2,−v(t, p) = −P2,+(−v)(t, p).

Definición: una función semi-continua superiormente u : [0,T ]× Ω→ R
es subsolución viscosa en (0,T )× Ω si para todo (t, p) ∈ (0,T )× Ω y

todo subjet (a, η, ξ,X ) ∈ P2,+
u(t, p):

a + F∗(t, p, u(t, p), η, ξ,X ) ≤ 0.

En forma similar se definen los conceptos de supersolución y solución
viscosas.
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Principio de Comparación

Teorema (P.O. 2016)

Sean u una subsolución viscosa y v una supersolución viscosa.
Supongamos que u es simétrica con respecto a S : z = G (p1, ..., pN−1):

u(t, p1, ..., pN) = u0(t,G (p1, ..., pN−1), pN),

y:

u ≤ v

en
∂PΩT :=

(
{0} × Ω

)
∪
(
[0,T )× ∂Ω

)
.

Entonces:

u ≤ v in ΩT .
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Un resultado de estabilidad

Proposición

Supongamos que uε es subsolución viscosa tal que uε converge a u
uniformemente en conjuntos compactos de ΩT . Entonces u es
subsolución. Un resultado análogo es cierto para supersoluciones.
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