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Ecuaciones de difusién en contextos generales

u(z,0) = ug(x)
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Ecuaciones de difusién en contextos generales

Operador de diferenciacién fraccionaria, 0 < s < 1:

Dsg@):/g(m)—g(y)d

d(z,y)+s
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Un caso particular resuelto

(R+, 0, | : D 9 intervalos diadicos

d(z,y) = inf |I| distancia diddica
z,yel

1€
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Un caso particular resuelto
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Operador de diferenciacién fraccionaria diddico (0 < s < 1):
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eR+ 6(‘7;7 y)l—i—s
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Un caso particular resuelto

(R+, 0, | : D 9 intervalos diadicos

d(z,y) = inf |I| distancia diddica
z,yel

1€

Operador de diferenciacién fraccionaria diddico (0 < s < 1):

Dsg(x):/ g(l‘)—g(y)dy

ERt+ 6<'I7y)1+8
Problema de difusion:
%:Dsu, z e R t>0;
u(z,0) = up(z), =€ RT,
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Actis - Aimar [2014]

Solucién explicita:

u(z,t) = Y e (ug, h)h()

het

donde 7 es el sistema de Haar en L?(R™), j(h) es la escala (resolucién)
de hy (ug, h) = [z uo(x)h(x)dz.
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Solucién

Actis - Aimar [2014]

Solucién explicita:

u(z,t) =Y e " (ug, h)h(x)
hest

donde 7 es el sistema de Haar en L?(R™), j(h) es la escala (resolucién)
de hy (ug, h) = [z uo(x)h(x)dz.

Forma integral:

u(z,t) = . K(z,y; t)uo(y)dy,
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Solucién

Actis - Aimar [2014]

Solucién explicita:

—¢9si(h)
u(z,t) = Z € (uo, hYh(z)
hes?#
donde 7 es el sistema de Haar en L?(R™), j(h) es la escala (resolucién)

de hy (ug, h) = [z uo(x)h(x)dz.
Forma integral:
u(z,t) = | K(z,y;t)uo(y)dy,
R+

Nucleo:

K(yit) =Y e h(@)h(y), t>0
hes#
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K(w,y;t) =Y e h(a)hy)  wyeR', t>0
hest
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Nucleos

K(w,y;t) =Y e h(a)hy)  wyeR', t>0
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Nucleos

K(w,y;t) =Y e h(a)hy)  wyeR', t>0

acotada, decreciente
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Nucleos

K(w,y;t) =Y e h(a)hy)  wyeR', t>0

acotada, decreciente

s — estable o(r)rt™ —— ¢ c>0
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Nuicleos de Markov diadicos

Nticleos de transicién diddicos (de tipo Markov): H
K:Rt xRT - R{ tales que

e K=pod

o [or K(z,y)dy=1

o K(z,y) > K(x,z) & d(z,y) < d0(x, 2)
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Nuicleos de Markov diadicos

Nticleos de transicién diddicos (de tipo Markov): H
K:Rt xRT - R{ tales que

e K=pod

o [or K(z,y)dy=1

o K(z,y) > K(x,z) & d(z,y) < d0(x, 2)

Perfiles: ¢:RT - R
e =0
o Y 2i7lp(2) =1
JEZ
@  mondtona no decreciente
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lteracidn
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lteracidn

Kex, f densidad inicial: f >0, [fdz=1
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lteracidn

Kex, f densidad inicial: f >0, [fdz=1

Tf(x) = / FW)K (v, z) dy
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lteracidn

Kex, f densidad inicial: f >0, [fdz=1

Tf(a) = [ WK o) dy
T?f(x) = /Tf(z)K(z,aj) dz
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lteracidn

Kex, f densidad inicial: f >0, [fdz=1

= /f(y)K

T?f(x) = /Tf(z)K(z,aj) dz

//f 2)dy K(z,z)dz

Aimar-Gémez-Morana (IMAL) Contraparte probabilistica de difusiones... UMA 2016 8 /17



lteracidn

Kex, f densidad inicial: f >0, [fdz=1

= /f(y)K

T?f(x) = /Tf(z)K(z,aj) dz

//f 2)dy K(z,z)dz
—/f </Ky za:dz)dy

Aimar-Gémez-Morana (IMAL) Contraparte probabilistica de difusiones... UMA 2016 8 /17



lteracidn

Kex, f densidad inicial: f >0, [fdz=1

= /f(y)K

T?f(x) = /Tf(z)K(z,aj) dz

//f 2)dy K(z,z)dz
/f </Ky za:dz)dy

Aimar-Gémez-Morana (IMAL) Contraparte probabilistica de difusiones... UMA 2016



lteracidn

Kex, f densidad inicial: f >0, [fdz=1

= /f(y)K

T?f(x) = /Tf(z)K(z,aj) dz

//f 2)dy K(z,z)dz
/f </Ky za:dz)dy

Aimar-Gémez-Morana (IMAL) Contraparte probabilistica de difusiones... UMA 2016



lteracidn

Kex, [ densidad inicial: f >0, [ fdz=1

Tf(x) = / F) K () dy
T f(x) = / F) K (y,x) dy
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lteracidn

Kex, [ densidad inicial: f >0, [ fdz=1

Tf(x) = / F) K () dy
T f(x) = / F) K (y,x) dy

K™ (z,y) :/-~-/K(a:,u1)K(u1,u2)...K(un_l,y) duy ... dup_1
Un—1 u1l
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lteracidn

Kex, [ densidad inicial: f >0, [ fdz=1

Tf(x) = / F) K () dy
T f(x) = / F) K (y,x) dy

K™ (z,y) :/-~-/K(a:,u1)K(u1,u2)...K(un_l,y) duy ... dup_1
Un—1 u1l

Kex =K"ex )
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Escalamien

Molificacion:

Kn@jv y) = HQO(TL(S(I’, y))
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Escalamiento

Molificacion:

Kn@jv y) = HQO(TL(S(I’, y))

Obs: n=2 = 2p(2iz,y))=2¢p(0(2z,2y))
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Escalamiento

Molificacion:

Kn(2,y) = np(né(z,y))
Obs: n=2 = 2p(2§x,y))=2¢p(6(2x,2y))
Factor adecuado de molificacién: Qj

K2j (l’, y) = QjK(ija 2jy)
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Escalamiento

Molificacion:
Kn(2,y) = np(né(z,y))

Obs: n=2 = 2p(2§x,y))=2¢p(6(2x,2y))
Factor adecuado de molificacién: Qj

K2j (l’, y) = QjK(ija 2jy)

KecX# =KycH J
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El Proceso P(K)

Kex
Proceso P(K): K+— KQ(JQ-j)

f densidad inicial: f >0, [ fdz=1

Tyfa) = [ K wswdy
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Andlisis espectral

Teorema

Sea K € & y T el operador asociado. Entonces

Th = A(h)h = A(j(h))h, Vh € H.

Obs: Los autovalores A\(4¢) determinan univocamente al niicleo K € 7.
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Teorema

Sea K € & y T el operador asociado. Entonces

Th = A(h)h = A(j(h))h, Vh € H.

Obs: Los autovalores A\(4¢) determinan univocamente al niicleo K € 7.

Tih = M (h)h = A(j(h) — §)*h
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Resultado

Teorema de Limite Central (s=1)

Sea K = ¢ o4 un nicleo de 7.
Si ¢ es l-estable con indice de estabilidad o > 0, es decir,

lim (27)%¢(2) = o,

Jj—00

entonces el proceso P(K) tiene como limite al operador integral T, de
autovalores

) = MO = o2

cuyo ntcleo esta dado por

Koo(z,y;0) =Y e h(@)h(y)  z,y €R*.
hest
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Convergencia

A caracteriza a LP(R1),1 < p < oo,

2
2 2 -1
ITFllp = |[{ D AW Xam)
hest’
P
Entonces, la convergencia del espectro implica la convergencia en LP
cuando el dato inicial estd en LP.

Teorema

En las condiciones anteriores, si f € LP, con 1 < p < 0o, entonces

Tif — Toof en LP.
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Lema de Alternativas

Sean K € % y {T} : j € N} la sucesién de operadores integrales
generados por el proceso P(K).

Si el espectro de {7} converge puntualmente respecto al sistema de Haar,
i.e.

m A2 (h) = Aso(h) Vh e A

j—+oo 7
entonces ocurre una de las siguientes alternativas:
Q \(h)=1 VYhes,
Q@ \o(h)=0 Vhe 7,
Q Moo(h) = e HMI™" para algiin 7 > 0, Vh € .
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Lema de Alternativas

Sean K € % y {T} : j € N} la sucesién de operadores integrales
generados por el proceso P(K).

Si el espectro de {7} converge puntualmente respecto al sistema de Haar,
i.e.

m A2 (h) = Aso(h) Vh e A

j—too 7
entonces ocurre una de las siguientes alternativas:
Q \(h)=1 VYhes, (LGN)
Q@ \o(h)=0 Vhe, (dispersidn)

Q Moo(h) = e HMI™" para algiin 7 > 0, Vh € .
(Leyes Centrales)

Aimar-Gémez-Morana (IMAL) Contraparte probabilistica de difusiones... UMA 2016



Kex
Proceso P /5(K): K — Kéi)

f densidad inicial

0= [ K dy
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Teorema del Limite Central (s = 1/2)

Sea K = ¢ o0 un nicleo de 7.
Si @ es %—estable con indice de estabilidad o > 0, es decir,

lim (29)1*1/20(27) = o,
Jj—o0
entonces el proceso P; 5(K) tiene como limite al operador integral T, de

autovalores ‘
A(J) = e~ VO om0

Su nicleo

Keo(w,y;0) = Y e n(z)h(y)
he#

es el que determina la solucién de la ecuacién de difusién fraccionaria
diddica para s = 1/2, cuando o se mueve en los reales positivos.
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