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Bifurcacion de Hopf y Resonancia 1:2

x = f(x,x¢, 1), donde xr = x(t — ), x € R", x = 0 equilibrio
af

x=0 aXT

P(r,t,p) =det(rl, — Al, —Be™™) =0,A= —

x=0

@ Bifurcacién de Hopf (BH):

@ Raices: +iwg (P(£iwg) =0, P'(+iwg) # 0) + otras hipétesis de
existencia para BH.
© Rama de soluciones periédicas de frecuencia w ~ wy.

@ Resonancia 1:2 (Degeneracién de Hopf)

@ Dos pares de raices: Fiwq, i2wq + otras hipétesis de no
degeneracién de BH.
@ Dos ramas de soluciones periddicas con frecuencias w =~ wq y
w =~ 2wy.
© Asociada con la aparicién de bifurcaciones de ciclos de doble periodo.
@ Otros fenémenos dindmicos.
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Metodologia en el dominio frecuencia

X = Ao(p)x(t) + Ar(p)x(t) + B(p)u,
o x="f(x,x, 1) =1 y= —C(u)x(t),
u= g(yip),
° —y=G(0u 1)g(yim),
G(s; 4, 7) = C[sl — Ay—Are )] 'B

Wely=y|"

h = det(Al —GJe '“T) =0
. [ Fi= Re[h(—1,iw,u,1)] =0,
@ C. Necesaria Hopf: { Fo— Tm[h(—1,iw, 1, 7)] = 0.

o J(n) = Dlg(YT;V”y:f’
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Teorema de Hopf Grafico (THG)

Teorema (THG)

Sean h = det(Al — GJe™'“"), F; = Re{h(—1,iw, u,7)} y
F» =Im{h(—1,iw,u,7)}. Se cumplen:

H1. Existe A = A(s,u, T) : h(A, s;p,T) = 0, A(iwo, g, To) = —1,
d(F1,F)
o(w,p) (wo.ptg) # 0.

H3. 014 = —Re <—WTG‘°~""‘”P1 )

WT% [GJe_i“’T]v

H2. M =

£ 0.

(iwo, o, T0)

Entonces existe una rama de soluciones periddicas que nace en y = Uy,
con frecuencia critica wqy que se caracteriza a partir de M y 014.
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Consecuencias del Teorema de Hopf Gréfico (THG)

@ Es de caracter local.

@ Se pueden estimar la amplitud 0 y frecuencia w de las érbitas
emergentes mediante la interseccién de dos lugares geométricos.

@ Se consigue una expresién cuasianalitica basica aproximada para el
ciclo empleando arménicos hasta el segundo orden (Mees y Chua,
1979) o bien mejorada de cuarto, sexto u octavo orden (Moiola y
Chen, 1996).

o Esta formulacion permite analizar mediante 014 la estabilidad del
ciclo que nace en la Bifurcacién de Hopf (BH).

@ Las aproximaciones de las érbitas permiten detectar cambios de
estabilidad y bifurcaciones de ciclos cercanas a la BH.
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Analisis de estabilidad de ciclos

o Estabilidad del ciclo emergente en un punto de bifurcacién de Hopf.

@ Dominio tiempo/Dominio frecuencia: coeficiente de estabilidad.

Estabilidad a lo largo de una rama de ciclos.

© Sea 7y una solucién T-periédica. Operador de monodromia de v : M.
@ Autovalores de M: {y;} : Multiplicadores de Floquet de .
Multiplicador trivial: py = 1.

7 es estable si |p;| < 1,Vi> 1.

Silla-nodo (fold),
e Bifurcaciones de 7y : ¢ Doble periodo (flip)
Neimark-Sacker (toroidal)
Software para anilisis de bifurcaciéon de SCRs: Dde-Biftool
(Engelborghs et al., 2001).
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Ejemplo Campbell y LeBlanc (1998)

{

z+az+3z="f(z(t—1))

5(1 = —&X1 —
Xp = X1,

Equilibrios
dz*: 372" = f(2*)

%Xg + f(XQ(t — T)),

Formulacién en frecuencia

x = Apx + Bu,
u=g(yr), Entrada
y = —Cx, Salida

AO:[ ‘}

{éjy 0

u=g(yr) = f(—yr)

Obs: y=—x
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Sistema de Campbell y LeBlanc

Otra representaciéon mediante sistemas realimentados

Parte lineal 1
G=C(sl—Ay) B = X

A=s*+as+3

G =e°TG
Realimentacion no lineal
gly) =f(-y)

Eq: y = —z*,
J=—f(z*)=—-H

Ganancia i
fe™?
A=Grl= ==

Condiciones de BH

F, = fisin(wt) +aw = 0.
Resonancia 1:2
Py = (A, T,0) = (=3, km,0),
ke N,k impar, w=1,2.
Curvas de Hopf
(a =0)
(—1)k+ <k27(2 _ 5)

T2 2

Fi(k)

Itovich - Gentile - Moiola

Resonancia 1:2 vs MHG

Setiembre 2016

{ Fi = ficos(wT) — 3+ w? =0,

9/

17



Sistema de Campbell y Leblanc: Un caso particular

Una Resonancia 1:2

Curvas de Hopf
Resonancia 1:2

o Pp=(m,—3,0) (x=0)
o f(z) = Az +0.922
71 © @ Estabilidad de ciclos cercanos:

# 014 < 0 <= ESTABLE
# 014 > 0 <= INESTABLE

. @ # 014 = 0 <= Deg. de Hopf
# 014 = 0 <= Bifurcaciones de
R T S M R N NN ciclos
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Sistema de Campbell y Leblanc: Un caso particular

Existencia y estabilidad de ciclos asociados a la frecuencia w=1

05 L Launtt) i)

w

[©)]

Rojo - Estable, Azul - Inestable

Método frecuencia

Regiones Hay ciclos con w = 17
(1).(4).(5) No
(2).(3).(6) Si

Rojo - Método frecuencia
Azul - Dde-Biftool
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Sistema de Campbell y Leblanc: Bifurcaciones de Ciclos

Bifurcaciones Fold y Flip (o de doble periodo)

Fold de ciclos para T = 2.8 Flip de ciclos para T = 3.4

Region (3) (w ~ 1) Regiér;rl (5:) (_ai ~2)

Rojo - Método frecuencia

Azul - Dde-Biftool fi=—12
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Sistema de Campbell y Leblanc

Ciclos asociados a la frecuencia w=2

2q

Método frecuencia

Regiones Hay ciclos con w =~ 27 R
(3).(4).(7).(8) No
(5).(6) Si Rojo - Método frecuencia

Azul - Dde-Biftool
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Sistema de Campbell y Leblanc

Una sintesis (muy parcial) de la dindmica hallada

Curvas de Hopf Regiones (5) y (6), T = 3.4

A°
2F 1=34 4
o
ok @ - o
© e /
2 ) - -l 4
o .
e © P i
4 e
/
ya
B
sl
0
B B a s g 7 g <
<
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Conclusiones

@ Se ha empleado la metodologia en frecuencia para analizar la
dindmica en el entorno de una resonancia 1:2.

@ Los resultados de la metodologia siguen de su formulacién basica de
segundo orden.

@ Se observan limitaciones tipicas para la deteccién de ciclos de
amplitud cercana o mayor que 1.

@ Seglin resultados numéricos obtenidos con Dde-Biftool algunas
bifurcaciones de ciclos ocurren alejadas del punto de Hopf o para
valores de amplitud que exceden las capacidades de la metodologia en
el dominio frecuencia.

@ Se podria explorar en el futuro si mejoran algunos resultados usando
una formulacién de mayor orden.

@ Para conseguir una descripcién completa de la dindmica en el entorno
de esta singularidad compleja, serd necesario complementar la
metodologia en frecuencia con otras técnicas analiticas.
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iMuchas gracias!
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