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Contexto fisico y aplicaciones de ecuaciones diferenciales
fraccionarias:

@ Modelado del flujo de neutrones en un reactor nuclear

@ Modelado de relaciones humanas y bisqueda de equilibrio

Modelado del comportamiento de medios viscoelasticos

Modelado de la dindmica y la propagacién ondas sismicas

Modelado de la evolucién del mercado financiero
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Sea o € R™. El operador integral fraccionaria de Riemann—Liouville
de orden «, que serd denotado I§, esta definido en L'([a, b]) por

B (t) = r(la) [=ry-tr)an
0
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Sea o € R™. El operador integral fraccionaria de Riemann—Liouville
de orden «, que serd denotado I, estd definido en L([a, b]) por

B (t) = r(la) [=ry-tr)an
0

Definiciéon

Sea o € R" y n = [a]. El operador derivada fraccionaria de
Caputo de orden «, que serd denotado CDS“ , se define sobre
Wm([a, b]) como

t
(63 n—o n 1 n—o— n
CDgf(t) = It f()(t):r(na)/(t—T) LAO) (7) dr.
0
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Teorema de Lipschitz—Picard fraccionario

Sea E un espacio de Banach y sea F : E — E un operador
Lipschitziano:

|Fu— Fv|| < L||u— v||, VYu,ve E

con L >0 yseaac (0,1). Entonces para todo uy € E existe
u € C([0,00); E) tnico de modo que resuelve el problema de
Cauchy

Su(t)=Fu(t) siteR]

(PCa) {U(O) = up.
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Prueba:
Existencia:
Una funcién verifica (PC,) si y sélo si verifica la ecuacién integral
de Volterra

u(t) = up + I§(F(u)) = uo + ﬁ g(t — 1) F(u(7))dT.
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Prueba:
Existencia:
Una funcién verifica (PC,) si y sélo si verifica la ecuacién integral
de Volterra

u(t) = uo + I§(F(u)) = uo + oy gt’(t — 1) F(u(T))dT.
Consideramos el espacio de funciones
X = {u € C([0,00); £) = sup Ea(—kt) [u(t)l] < OO},
donde k se definird luego y _

( ) Z F(ou—i—l

es la funcién de Mittag—Leffler, generalizacién fraccionaria de la
funcién exponencial.
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Se dota X de la norma
[ullx = sup Ea(—kt)|lu(t)||
>0

y se prueba que (X, || - ||x) es un espacio de Banach.
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Se dota X de la norma
[ullx = sup Ea(—kt)|lu(t)||
>0

y se prueba que (X, || - ||x) es un espacio de Banach.
Se fija k de manera tal que el operador

P X— X
ur (Pu)(t) = up + F(la) /(t — 1) F(u(r))dT
0

es Lipschitziano y se utiliza el teorema de punto fijo de Banach
para concluir la existencia de soluciones de (PC,).
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Unicidad: Se supone la existencia de dos soluciones, uy v. Se

considera
W(t) = [lu(t) = v(1)]]-

Con lo que

1

YO =1

(t — T)O‘_IF(U(T) —v(7))dr

o—_.

-

o, O—_

IN
-

@) (8 =) [lu(r) = v(7)ll d7

-

(t — T)O‘_I\IJ(T)dT

=

(@)

Del lema de Gronwall surge que W = 0.
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Continuidad con respecto al orden de derivacion

Sea ug la solucién del problema de Cauchy fraccionario (PC,) y
sea uy la solucion del problema de Cauchy clasico

|

u(t)=Fu(t) siteR]

t(O) = up.

Entonces se tiene que u, — uy cuando o — 1.

(PG1)

S Q
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Continuidad con respecto al orden de derivacion

Sea ug la solucién del problema de Cauchy fraccionario (PC,) y
sea uy la solucion del problema de Cauchy clasico

Lu(t)="Fu(t) siteR§

(PQ) {u(O) = up.

Entonces se tiene que u, — u; cuando v — 1.

Aplicaciones del teorema de Lipschitz—Picard fraccionario

1) Sea E =R" y sea f : R" — R" una funcién Lipschitziana.
Entonces el problema de Cauchy

{gtu(t)zf(u(t)) si t € Ry
u(0) = wp.

tiene solucion y es tnica.
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2) Sea H un espacio de Hilbert, sea A : H — H un operador
maximal mondtono, es decir

(Av,v) >0 VveH
VveH JueH tal que u+ Au = v.

Sea el problema

Srut+Au=0 siteR§

{#5) u(0) = wp.
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2) Sea H un espacio de Hilbert, sea A : H — H un operador
maximal mondtono, es decir

(Av,v) >0 VveH

VveH JueH tal que u+ Au = v.

Sea el problema

(PC.) atau+Au-0 SIt€R+
u(0) = wp.

Para probar existencia y unicidad de (PC,), se considera la
regularizacion Yosida de A de parametro ),

Ay = % (1= +24)7),

que verifica Ay — A cuando A — 0.
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Se considera la sucesién de problemas auxiliares
i ; +
Z_u+Aw=0 siteR
(P Ca,A) ot ! 0
u(0) = up.

Como A) es Lipschitziano para todo \, por el teorema de
Lipschitz—Picard fraccionario se sabe que (PC, ) tiene solucién
dnica, uy.

Finalmente se prueba que uy es convergente cuando A — 0 y que
el limite u es solucién del problema original.
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Se considera la sucesién de problemas auxiliares
%u+A,\u:0 sitG]Rar
(PCa)
u(0) = up.

Como A) es Lipschitziano para todo \, por el teorema de
Lipschitz—Picard fraccionario se sabe que (PC, ) tiene solucién
dnica, uy.

Finalmente se prueba que uy es convergente cuando A — 0 y que
el limite u es solucién del problema original.

3) Considerando en 2) H = L2(R) y A= —A, se puede probar que
el Laplaciano es maximal monétono y que entonces

Du(x, t) = Au(x,t) six ER,t € RS

(PC.) {6’-‘”‘

u(x,0) = uo(x) six eR

tiene solucién unica.
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