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Formulación del problema

Sean U, V y C 2 R2�2. El objetivo es caracterizar todas las familia
de polinomios matriciales mónicos ortogonalesfPng∞

n=0 de tamaño
2� 2 que son autofunción del operador diferencial hipergeométrico

D = t (1� t) d
2

dt2
+ (C � tU) d

dt
� V ,

es decir, que satisfacen la siguiente ecuación diferencial matricial,

t (1� t) d
2Pn
dt2

+ (C � tU) dPn
dt

� V = Pn∆n, 8n 2 N.

donde ∆n es una matriz diagonal,

∆n =
�

λn 0
0 µn

�
.



Introducción

De�nición
Sea

pn (t) =
n

∑
k=0

ak t
k ,

un polinomio de grado n donde ai 2 C, 8i , n 2 N0, an 6= 0 y
t 2 [a, b].

Se dice que una familia fpng∞
n=0 de polinomios es ortogonal

respecto a una función de peso w : [a, b]! R si,

hpn, pmiw =
Z b

a
pn(t)pm(t)w(t)dt = 0, 8 n 6= m.



Introducción

Polinomios matriciales

Sea N un número natural y CN�N el conjunto de las matrices
N �N con coe�cientes complejos. De�nimos CN�N [t] como,

CN�N [t] =
�
Pn (t) = Antn + An�1tn�1 + . . .+ A1t + A0

n 2 N0,Ai 2 CN�N , 0 � i � n
o
,

el conjunto de todos los polinomio de una variable real con
coe�cientes matriciales de tamaño N �N.



Introducción

Función de peso

Se de�ne una función W : [a, b] �! CN�N de medida sobre [a, b]
como un peso matricial si veri�ca las siguientes propiedades,

1 W (B) es semide�nida positiva para cualquier conjunto de
Borel B � R.

2 Los momentos,
R
tndW (t), existen y son �nitos para todo

n 2 N0.
3 La matriz

R
P� (t) dW (t)P (t) es no singular si el coe�ciente

principal del polinomio P (t) 2 CN�N [t] es no singular.



Introducción

Ortogonalidad

Se dice que una familia fPng∞
n=0 de polinomios matriciales es

ortogonal respecto a una función de peso W : [a, b]! RN�N si,

hPn,Pmiw =
Z b

a
P�n (t)W (t)Pm(t)dt = 0, 8 n 6= m.



Introducción

En el 2003 J. Tirao [T] introdujo la Ecuación Hipergeométrica
Matricial

DF (t) = t(1� t)F 00(t) + (C � tU)F 0(t)� VF (t) = 0,

donde U,V ,C 2 CN�N y F : C ! CN .
Una solución analítica en jtj < 1 es,

F (t) = 2H1

�
U, V
C

; t
�
F0, F0 2 CN

[T] Tirao, J. A., The matrix-valued hypergeometric equations, Proc. Natl.

Acad. Sci., USA, 100 (2003), 8138-8141.



Introducción

Si spec(C ) \ (Z�
0 ) = ?,

2H1

�
U, V
C

; t
�
= ∑

k�0

tk

k !
[C ,U,V ]k

donde [C ,U,V ]n se de�ne recursivamente como,

[C ,U,V ]0 = I

[C ,U,V ]n+1 = (C + n)
�1 �n2 + n (U � 1) + V � [C ,U,V ]n , si n � 0.



Resultados

Si det([C ,U,V + λn ]n [C ,U,V + µn ]n) 6= 0, 8n 2 N0,
entonces las familias de polinomios matriciales mónicos fPng∞

n=0,
solución de la ecuación diferencial hipergeométrica quedan
expresadas de la siguiente manera,

Pn (t) = 2H1

�
U, V + λn

C
, t
�
[C ,U,V + λn ]

�1
n

�
1 0
0 0

�
+2 H1

�
U, V + µn

C
, t
�
[C ,U,V + µn ]

�1
n

�
0 0
0 1

�
con

λn = �n (n� 1)� nu11 � v11
µn = �n (n� 1)� nu22 � v22.



Resultados

Dichas familias de polinomios matriciales mónicos son ortogonales
respecto a una función de peso de�nida positiva si y sólo si las
matrices U, V y C se de�nen de la siguiente manera,

U = u11I ; V =
�
v11 0
0 v22

�

C =

 
c11 � 1

4
(c211�c22�2)(c211�c22+2)

c21
c21 c22

!
con

u11 =
1
2
(c11 � c22)(v11 � v22) + c11 + c22.



Resultados

Más aún, dicha familia de polinomios es ortogonal respecto a la
siguiente función de peso W : [0, 1] �! R2�2 de�nida por

W (t) = atα(1� t)β(W2t2 +W1t +W0), a 2 R (1)

donde si v = v11 � v22,

α =
1
2
(c11 + c22)� 2

β =
1
2
(c11 � c22)v +

1
2
(c11 + c22)� 2

W2 =

 
1 0

0 � (v
2�(α�β)2)(v�2�α�β)

c221v
2(v+2+α+β)

!



Resultados

W1 =

0@ � v+α�β
v

(v 2�(α�β)2)(2+α+β)

c21v 2(v+2+α+β)

(v 2�(α�β)2)(2+α+β)

c21v 2(v+2+α+β)
(v�2�α�β)(v+α�β)(v�α+β)2

c221v
3(v+2+α+β)

1A

W0 =

0@ (α+1)(v+α�β)
v (v+2+α+β)

� (α+1)(v+α�β)(v�α+β)
c21v 2(v+2+α+β)

� (α+1)(v+α�β)(v�α+β)
c21v 2(v+2+α+β)

(α+1)(v+α�β)(v�α+β)2

c221v
3(v+2+α+β)

1A



Resultados

La familia de polinomios matriciales mónicos fPng∞
n=0 satisfacen la

siguiente relación de recurrencia

tPn = Pn+1 + PnBn + Pn�1An

donde

(Bn)11 =
2n2 + 2nu11 � 2c11 + c11u11 � 2n

(2n� 2+ u11) (2n+ u11)

(Bn)21 =
(�v22 � 2+ u22 + v11)c21

(2n+ v11 � v22 � 2+ u11)(2n+ u11 + v11 � v22)

(Bn)22 =
2n2 + 2nu11 � 2c22 + c22u11 � 2n

(2n� 2+ u11) (2n+ u11)

(Bn)12 = �
(v22 � 2+ u11 � v11)

�
c211 � c22c11 � 4+ c222

�
4(2n� v11 + v22 � 2+ u11)c21(+2n+ u11 � v11 + v22)



Resultados

(An)11 =
(2n+ u11 � v11 + v22) (2n� 4+ u11 + v11 � v22)

(2n� 2+ u11 + v11 � v22) (2n� 3+ u11)
n (c22 � 2+ 2n+ c11) (n� 2+ u11) (2n� 2+ 2u11 � c11 � c22)

(2n� 2+ u11 � v11 + v22) (2n� 1+ u11)

(An)22 =
(2n+ u11 + v11 � v22) (2n� 4+ u11 � v11 + v22)

(2n� 2+ u11 + v11 � v22) (2n� 3+ u11)
n (c22 � 2+ 2n+ c11) (n� 2+ u11) (2n� 2+ 2u11 � c11 � c22)

(2n� 2+ u11 � v11 + v22) (2n� 1+ u11)
(An)12 = (An)21 = 0.



Conclusión

Si det([C ,U,V + λn ]n [C ,U,V + µn ]n) 6= 0, 8n 2 N0, existe
una única familia de polinomios matriciales mónicos ortogonales
fPng∞

n=0 de tamaño 2� 2 autofunción del operador diferencial de
segundo grado,

D = t (1� t) d
2

dt2
+ (C � tU) d

dt
� V ,

con autovalor diagonal.
Además, el operador D es simétrico respecto a la función de peso
de�nida positiva W (t), la familia de polinomios fPng∞

n=0 es
ortogonal respecto a dicha función de peso y satisface una relación
de recurrencia de tres términos

tPn = Pn+1 + PnBn + Pn�1An, con P�1 = 0 y P0 = I .



Conclusión

Si det([C ,U,V + λn ]n [C ,U,V + µn ]n) 6= 0, 8n 2 N0, existe
una única familia de polinomios matriciales mónicos ortogonales
fPng∞

n=0 de tamaño 2� 2 autofunción del operador diferencial de
segundo grado,

D = t (1� t) d
2

dt2
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Gracias por su atención!


