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Formulacion del problema

Sean U, V' y C € R?>*2. El objetivo es caracterizar todas las familia
de polinomios matriciales ménicos ortogonales{P,,}Zo:0 de tamafio
2 X 2 que son autofuncién del operador diferencial hipergeométrico
d? d
D=t(1-t)—5+(C—-tU)— -V,
es decir, que satisfacen la siguiente ecuacién diferencial matricial,

d?P,
dt?

dPy
dt

t(l—1t) + (C —tV) -V =P,A,, VneN.

donde A, es una matriz diagonal,

A, 0
A”_<0 m)'




Introduccidn

Sea

n
k=0

un polinomio de grado n donde a; € C, Vi, n € Ng, a, #0y
t € [a b.

Se dice que una familia {p,},_, de polinomios es ortogonal
respecto a una funcién de peso w : [a, b] — R si,

b
<Pn:Pm>W = /a Pn(t)pm(t)w(t>dt =0, Vn#m.




Introduccidn

Polinomios matriciales

Sea N un niimero natural y CV*N el conjunto de las matrices
N x N con coeficientes complejos. Definimos CN*N [t] como,

CVNt] = {Py(t) = Apt" + Ap1t" P+ ...+ At + Ag
n€No A €CV N 0<i<n},

el conjunto de todos los polinomio de una variable real con
coeficientes matriciales de tamafio N x N.




Introduccidn

Funcién de peso

Se define una funcién W : [a, b] — CN*N de medida sobre [a, b]
como un peso matricial si verifica las siguientes propiedades,

@ W (B) es semidefinida positiva para cualquier conjunto de
Borel B C R.

@ Los momentos, f t”dW(t), existen y son finitos para todo
n € Np.

Q La matriz | P* (t) dW(t)P (t) es no singular si el coeficiente
principal del polinomio P (t) € CN*N [t] es no singular.




Introduccidn

Ortogonalidad

Se dice que una familia {P,} -, de polinomios matriciales es
ortogonal respecto a una funcién de peso W : [a, b] — RV*N i,

b
(P, Pp)., :/ PE(t)W(t)Pm(t)dt =0,  Vn# m.

a




Introduccidn

En el 2003 J. Tirao [T] introdujo la Ecuacion Hipergeométrica
Matricial

DF(t) = t(1—t)F"(t) + (C — tU)F'(t) — VF(t) =0,

donde U,V,C e CV*Ny F.C — CV.
Una solucién analitica en |t| < 1 es,

F(t) = oH: ( U'CV ;t>F0, Fo e CV

|

[T] Tirao, J. A., The matrix-valued hypergeometric equations, Proc. Natl.
Acad. Sci., USA, 100 (2003), 8138-8141.



Introduccidn

u Vv tk
2H1< C ;t>=Zk'[C,U,V]k

k>0

donde [C, U, V], se define recursivamente como,

(C, U V], =1
[CU V], = (C+n)! (P+n(U-1)+V)[C,U,V],, sin>0.



Resultados

Sidet([C,U,V+A,],[C.UV+u,))#0 Vne N,
entonces las familias de polinomios matriciales ménicos {P,}:_,,
solucién de la ecuacién diferencial hipergeométrica quedan
expresadas de la siguiente manera,

Pn(t):2H1< U, ‘é“‘" ,t> [C, U,V + A, ((1) 8)
U V+u, (00
‘|‘2Hl< C 't) [C'U'V+yn]n <0 ]_)
con
Ap=—n(n—1)— nui; —via

P, =—n(n—1)— nup — vaa.




Resultados

Dichas familias de polinomios matriciales ménicos son ortogonales
respecto a una funcion de peso definida positiva si y sélo si las
matrices U, V' y C se definen de la siguiente manera,

u = U11/; \/:<V11 0>
0 v

_1(chi—en—2)(cf —cn+2)
C = (Cll 4 21

@1 22

con

1
wy = 5(611 — ) (vi1 — va2) + a1 + .




Resultados

Mads atn, dicha familia de polinomios es ortogonal respecto a la
siguiente funcién de peso W : [0, 1] — R?*2 definida por

W(t) = at®(1 — t)P(Wat®> + Wit + Wp),a € R (1)

donde si v = vi1 — vo2,

1
x = §(C11+C22)—2
1 1
ﬁ = E(Cll_c22)V+§(C11—|—C22)—2

1
W2=<O (z(aﬁ)v2aﬁ>
V2 (v+2+atp)



Resultados

_ via—p (V2= («—B)*) (2+a+B)
Wi = v co1v2(v+24a+p)
' (V—(@—p)*) 2+a+p)  (v—2-a—p)(v+a—p)(v—atp)’
c1v?(v+2+a+p) ez v3(v+2+a+p)

v(v+2+a+p) o1 v2(v+2+a+p)
(a+l)(vta—p)(v—atp)  (at+1)(v+a—p)(v—a+p)
o1 v2(v+2+a+p) cG v3(vH2+a+p)

Wo =

2

( (a+1)(v+a—p) _ (“+1)(V+“ﬁ)(vﬂ+ﬁ))



Resultados

La familia de polinomios matriciales ménicos {P,};_, satisfacen la
siguiente relacion de recurrencia

tPn:Pn+1+Pan+PnflAn J

2n + 2nupy — 2c11 + ciiun — 2n

(2n =2+ u11) (2n+ 1)
(B,) _ (—voo — 2+ oy + vi1)em

nJ21 (2n+vi1 —voo — 24+ u11)(2n+ g1 + vi1 — va2)

2n? + 2nu1y — 200 + coouny — 2n

(2n— 24 u11) (2n+ u11)

(voo — 24 w11 — vi1) (C121 — e —4+ C222)

_4(2n —wvi1+veo — 24 1)1 (204 ui1 — v + vao)




Resultados

(A)y, = (2n+ 11 —vi1 + va2) (2n — 4+ 11 + vi1 — va2)
e (2n—24 u11 +vi1 — va2) (2n — 3+ u11)
n(c22 —2+2n+ C11) (n— 2+ u11) (2[7— 242u11 — a1 — C22)

(2n—2+u;1 —vi1 +va2) (2n— 1+ u11)

(Ar)ys = (2n+ 1 +vi1 —vo2) (2n— 44 u11 — vi1 + va2)
(2n—2+u11 +vi1 — va2) (2n — 3+ u11)

n(cp —2+2n+ci1)(n—24u1)(2n—2+2u; — c11 — 2)

(2n =2+ w1 —vi1 + va2) (2n— 1+ u11)
(An)12 = (An)21 = 0.



Conclusién

Sidet([C,U,V+A,],[C,UV+u,] )#0, Vne Ny, existe
una tnica familia de polinomios matriciales ménicos ortogonales
{Ps}:_, de tamafio 2 X 2 autofuncién del operador diferencial de
segundo grado,

d? d

con autovalor diagonal.



Conclusién

Sidet([C,U,V+A,],[C,UV+u,] )#0, Vne Ny, existe
una tnica familia de polinomios matriciales ménicos ortogonales
{Ps}:_, de tamafio 2 X 2 autofuncién del operador diferencial de
segundo grado,
d? d

D=t(1-1) i + (C —tU) o Vv,
con autovalor diagonal.
Ademds, el operador D es simétrico respecto a la funcién de peso
definida positiva W(t), la familia de polinomios {P,}’_, es
ortogonal respecto a dicha funcién de peso y satisface una relacién
de recurrencia de tres términos

tPy = Poi1+ PaBy+ Pr—1As,con Py =0 y Py=1.



Gracias por su atencién!
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