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materiales que son altamente heterogéneos a escala microscépica.

Matemdaticamente, esto significa reemplazar un problema de
valores de contorno con coeficientes altamente oscilatorios por
otro, tipicamente con coeficientes constantes, que capture las
propiedades esenciales del problema.

La homogeneizacidn es un objeto de estudio que se remonta a fines
de la década del 60 y principios del 70 con los trabajos de
Spagnolo, De Giorgi, Bessounsan, Lions, Papanicolau,
Sdnchez-Palencia, etc.
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comportamiento cuando n — oo para

—div(ApVup) =f enQ
u, =0 en 010,
donde Q C R" es un abierto acotado, f € H~1(Q) y
{As}nen C [L2(Q)]V*N es una sucesién de matrices
uniformemente acotadas y uniformemente elipticas.
Tipicamente,
An(x) = A(nx),

donde A: RN — RVN*N es una matriz acotada y coersiva con
coeficientes periddicos de periodo 1 en cada variable.
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Teorema (div-curl Lemma)
Sea {tn}nen ¥ {@n}nen en [L2(Q)|N tales que
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Basado en el div-curl Lemma, Tartar en 1978 introduce un método
para el estudio del comportamiento asintético de (1) cuando
n — oo y obtiene la existencia de una matriz Ay € [L°(Q)]V*V tal
que u, — ug la solucién del problema limite homogeneizado.

(2)

—div(Aoup) =f en Q
u =0 en 0.

Este método es hoy conocido como el método de Tartar o como el
método de las funciones test oscilatorias.
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Qué se puede decir del comportamiento asintético de

Lyu(x) = v.p. /RN an(x,y)w dy = f(x).
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Difusidn fractionaria

La respuesta resulta ser muy simple!
Si an(x,y) = an(y,x), Ln es el gradiente de un funcional convexo
Jn: L2(Q) = R,
ulx)—u 2 .
() = ff]RNx]R’V an(x,y)% dxdy si ue€ H5(Q2)
! o0 sino.

. * r
Luego, si a, — ap en LOO(]RN), entonces J, — Jp.
Como corolario se obtiene

Teorema

Sean 0 < a < a, € L™(RN) tales que a, — ag. Si u, € H(Q) es
la solucion de Lnu, = f, entonces u, — ug donde ug € H(Q2) es
la solucion de Loug = f.
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Sea u, — u en L2(RN), fijemos 0 < § < R < oo y definamos
Qrs = (Br x Br) \ As donde As = {|x — y| < d}. Observemos
que

LR - SR v

Luego,

. (un(x) = un(y))?
liminf //RNXRNan(X’y) ‘X_y’N+2s dXdy

n—oo
. un(x) — un(y))?
> I|m|nf// an(x,y ( dxdy
Qres ( ) ‘X _ y‘N+25

u(x) — u(y))?
= //C)Réao(x,y)w dxdy

y ahora se toma limite R T ooy d | 0.
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La desigualdad del limite superior es trivial. Sélo se observa que la
sucesion constante es la sucesion de recuperacidn, puesto que

ue H(Q) = (ﬁxi;&(fz)f e MRV x RV),

luego

: (u(x) = u(y))®
L e

ux)—u 2
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H—convergencia

Lo que no puede inferirse de la —convergencia es la convergencia
de los flujos.
En el contexto de EDPs clésico, esto es

€n = AV, — & = AgVuy debil en [%(Q).

El método de Tartar nos provee de este resultado y el mismo se
basa en el div-curl Lemma.

Ademas, el método de Tartar permite tratar problemas no
simétricos.

Nuestro objetivo es la extensién del div-curl Lemma al contexto
fraccionario y mostrar la convergencia de los flujos fraccionarios.
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Recordemos el div-curl Lemma cldsico

Teorema (div-curl Lemma)
Sean {¢n}nen Y {¢n}nen en [L2(Q)]V tales que

Yn =1 y ¢p— ¢ debil en [LZ(Q))V.
Si adicionalmente se tiene que
divip, — divep en HY(Q) y curl ¢, — curl ¢ en [H71(Q)]V*V,

entonces ¥, - ¢, — ¥ - ¢ en el sentido de las distribuciones.

Cuando ¢, es irrotacional (i.e. ¢, = Vv,), se obtiene un
importante caso particular
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Teorema (div-curl Lemma, caso especial)
Sean {¥n}nen en [L2(Q)]V y {Va}nen en HE(Q) tales que

Yo —1 y Vv, — Vv debil en [L2(Q)V.
Si adicionalmente tenemos que
divip, — divep en H71(Q),
entonces ¥, - Vv, — 1 - Vv en el sentido de las distribuciones.

Proof.

Inmediato de la férmula de integracién por partes. ]
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Algunas definiciones:
Dada u € H;(2), definimos su s—gradiente como
u(x) — uly)

Dsu(x,y) = o y|%+5 .

Observemos que Dsu € L2(RN x RN).
Dada ¢ € L2(RN x RN), definimos su s—divergencia como

(b(xvy) _¢(y7X) d

RV |x—y|5Fs

dsp(x) = v.p.

Es facil ver que si ¢ € L2(RN x RN) entonces ds¢p € H~5(RN).
Ademds, L,u = 3ds(an(x,y)Dsu)
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Teorema (FB-Ritorto-Salort '16)
Sean {¢n}nen en L2 (RN x RN) y {v,} e en HS(Q) tales que

Yn—1 'y Dsv,— Dsv debil en [2(RN x RV).
Si adicionalmente se verifica que
dstpn — dstp en H3(RY),

entonces ¥,Dsv,, — ¥ Dsv en el sentido de las distribuciones.

Proof.

La demostracién se basa en la férmula de integracion por partes

fraccionaria
// ¢Dsu dxdy = / ds¢ u dx
RN xRN RN
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Corolario

Como una consecuencia del div-curl Lemma fraccionario,
obtenemos

Teorema (FB-Ritorto-Salort, '16)

Sean o < ap(x,y) < 3 tales que a, — ag en L2(RN x RV) y sean
up € H3(2) (n > 0) las soluciones de

Louy=1Ff enQ
u, =0 en RN\ Q

Entonces u, — ug debil en H3(2) y, mas adin,
&, = apDsu, — & = agDsup debil en L2(RN x RN).

Proof.

La demostracién sigue las ideas de la prueba original de Tartar y la
principal dificultad técnica es la construccién de las funciones test
oscilantes. O
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Observaciones, trabajo futuro y otras aplicaciones

» El caso cuasilineal (e.g. p—laplacian fraccionario) se trata de
manera andloga

» Sélo con el resultado de la —convergencia, el
comportamiento asintético de los autovalores se puede
analizar sin mayores dificultades

> Qué se puede decir del problema

(ux) — u()

N an(X7y) ’X — y|N+25n

Lou(x) = v.p./

R

con s, 717 Con ap(x,y) =1 esto esta bien entendido.

» El div-curl Lemma fue usado con mucho éxito en
Electromagnetismo (ecuaciones de Maxwell), Navier-Stokes,
etc.

Se puede aplicar el div-curl Lemma fraccionario a las versiones
fraccionarias de estos modelos?



iMuchas Gracias!
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