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PROBLEMA DE STEFAN

|

CAMBIO DE FASE _— Adquisicion o desprendimiento de:
(solidificacion, fusion, etc.) CALOR LATENTE

2
-Ecuacion diferencial (conduccién del calor): % (x,t) = % (x, 1)

-Condiciones iniciales: P(x,0) = Tinicia
-Condiciones de frontera: Temperatura, Flujo, CONVECTIVA, Radioactiva.

-Condiciones de interfase: Condicion de Stefan.

l

Solido — Liguido
Hallar:

-Frontera libre s(t) x=0 x =s(t)

-Temperatura fase sélida y liquida: vy (x,t), Yn(x, t).
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ANTECEDENTES EN EL TEMA.

STEFAN CALOR LATENTE COND. FRONTERA
1FASE | 2FASES | GRAL. EXP. LINEAL CTE TEMP. | FLUJO. |CONVECT.
[Pril970] X X X
[VSP2004] X X X
[SaTa2011] X X X
[ZWB2014] X X X
[ZhXi2015] X X X X
[Ta2016] X X X
Problema X X X
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Cond. frontera (borde fijo)

a

Ky, (0,6) = hot [y (0.8) — T t]

-

PROBLEMA DE STEFAN A DOS FASES.

s(t)

i(s(t), ) = Y (s(t), 1) = 0

ksips (s(£), 1) — kppy (s(2), £) = ys(£)* $(8)

LIQUIDO

i, (x, t) = dpy, (x, 1)

SOLIDO

Vs, (x, 1) = dsibs, (x, 1)

lPs(X, 0) = 7T!-X'I X
Cond. inicial
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PROBLEMA: Hallar ¥;(z,t), Us(z,t) y s(t) tales que:

Uy (2, t) = dV 4, (2, 1), 0<z<s(t), t>0, (1)
Uiz, t) = dsWspp(z,t), z > s(t), t>0, (2)
5(0) =0, 3)
Wi(s(t),t) = Us(s(t),t) =0, >0, (4)
ksWsg(s(t),t) — kWi, (s(t),t) = ys(t)*s(), >0, (5)
kg0, (0,1) = hot~1/2 [\pl(o t) — ta/z] t>0, (6)
V,(z,0) = Tz, x> 0. (7)
donde:
@ d: coeficiente de difusion.

@: calor latente por unidad de volumen.

o Yz
@ —T;xz%: variacién de la temperatura inicial dependiendo de la profundidad.
@ T: temperatura externa a x =0

[+]

ho: coeficiente que caracteriza la transferencia de calor en el borde fijo.
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a. Sea
U(z,t) =t f(n), with n=

- (®)
2+/dt
entonces ¥ = W(z,t) es solucion de la ecuacion del calor Ui(z,t) = dVUqzq(z, 1),

con d >0 siy sdlo si f = f(n) satisface la siguiente ecuacion diferencial
ordinaria:

2
%(n) + 271%(77) — 2af(n) =0. (9)

b. Si se introduce una nueva variable z = —n?, la ecuacion (9) se transforma en
la ecuacion de Kummer:

2
Ho+(5-9) Lo+ 2w - (10)

o’
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Definicién y propiedades de las funciones de Kummer.

(a,b,2) Z zs, a real y b real excepto enteros no positivos, (11)
I‘(l—b) F(b—1) ;_p
U(a,b, =————M(a,b, _ M(a—b+1,2—0, 12
(a,b,2) Ta—b11) (a,b,2) + T(a) z (a + z) (12)
donde (a)s es el simbolo de pochhammer:
(a)s =ala+1)(a+2)...(a+s—1), (a)o =1 (13)

Foérmulas para las derivadas. [OLBC2010]

L Mah2) = EMa+1,b+1,2) (14)
dz b
d (b1 — (h—1)2b"2 _
M(a,b,z)) =(b—1)z""*M(a,b—1,2) (15)
dz
diU(a,b,z):—aU(a—i— 1,b4+1,2) (16)
z
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Lema

La solucidén general de la ecuacion diferencial ordinaria (10), estd dada por:

f(z)=cu1M <f%,%,z> + c1U <f%,%,z> . (17)

donde c11 y c21 son constantes arbitrarias y M(a,b, z) y U(a,b,z) son las
funciones de Kummer.

Observacion

La solucion de la ecuacion diferencial (10) se puede reescribir como:

a 1 13
f(z) =cuM (—5, 57»2) +02121/2M <_g + 5, 57»5) (18)

donde c11 y c21 son constantes arbitrarias.
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Teorema. Si el coeficiente ho satisface la siguiente desigualdad:

9oT (g +1) ke Tud(* /2

ho > (1)
' - )Tx
2

entonces existe un proceso de fusiéon instantaneo y el problema de frontera libre
(1)-(7) tiene una unica soluciéon dada por:

(19)

s(t) = 2v/dit (20)
Wy, t) = 19/ (B (=22 n2) fEm (=2 22 (21)
’ 272" M 2 2727 "
1 a 1 3
U, (z,t) =t*2 |E;M 2) FansM (77 g 2)] 22
@0 =2 |Bar (<5502 ) + Fanna (<5 + 3. 5.n2) | 2

donde E;, Fj, Es y Fs se definen como:

[eY 1 3 a 1
—vM <75+5,5,7u2 —hoToo2+/d M(fg 5,71/2
By = a 1 B, By= a 1 [ 1 3 ?
M{{——, — —V2> [k M(—f - —1/2) + 2/dihovM (—7 + -, = —u2>]
( 3’3’ 1 2’3’ tho 2 2’3’
(23)
o 13 e 11
—vwM (—5+5,5,—V2w2 —T120‘+1d?/2M(5+5,5,u2w2) 4
E, = ! Fs, Fy = — T sw=q/o
M<77,7,71/2w2) U(7+7,7,u2w2> s
2 2 2 2 2
(24)
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v el coeficiente adimensional v es la Gnica solucién positiva de la siguiente
ecuacion:

ko TydSe /2 hoTme

g2 2@ = 2tz >0 (25)
Y2%d;

donde las funciones f1 y f2 estan definidas por:

1
fl(x)=#7 fa(z) = s
11 Vdih 3
U(5+5757z2w2) |:M<i+—,—,12>+2¢1M(g+1,7,12):|
2 2 2

ksT;dS"V/2 T (a/2 + 1) hoToo

Sean o= —

7d§a+1)/2 T2 hAo= 72°‘dl(a+1)/2‘ Si se verifica que

A1+ A2= 0, la dnica solucion de la ecuacion (25) es v = 0. Esto implica que no
hay un cambio de fase.
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Corolario. Si el coeficiente hg satisface la siguiente desigualdad:
20T (% +1) ke T/
1
r (5) To

entonces el problema de frontera libre (1)-(7) se reduce a un problema clasico de
transferencia del calor para la fase solida, dado por las siguientes ecuaciones :

0< ho <

(27)

WSt(a:‘7 t) - ds‘PSII(Z‘7 t)? x > 07 t > 07 (28)
hoWer (0,8) = hot /2 [Wo(0,8) = Toet®/?] >0, (29)
Vs(z,0) = —T;z“, x>0 (30)

cuya solucién explicita viene dada por:

a 1 e 1 3
Vs(z,t) = /2 |:ESM <_§7 3’ _773) + Fsns M (_5 + 5% _773)} (31)
donde ns = z/\/4dst y:
=18 ko 1) + 1 (22 ) hova T o /T (Ba — Too)
E, = - T Fs:% (32)
[mor (5 +1) #hovar (57) |
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Relacion entre las funciones de Kummer y la familia de integrales
repetidas de la funciéon de error complementario:

n 1 2 _ n n
M(_57§’_z) = 2F(2+1>En(z) (33)
n 13 n_ 1
z (24—2,2,2) <2+2) (2) (34)

donde n es un entero, E, y F, estan definidas por:

E,(z) = [i"erfc(z) + i"erfe(—z)] /2 (35)
Fn(z) = [i"erfc(—z) +i"erfec(z)] /2 (36)
siendo:
erf(x 271_ /e erfe(z) =1—erf(z) (37)
+o0
Lerfe(z) = erfe(z), i"erfe(x) = / i"Lerfe(t)dt (38)
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CASO PARTICULAR a=n €Ny

Lema. Consideremos el problema (1)-(7), donde o = n € Ny. Si el coeficiente hg
satisface la siguiente desigualdad:

onr (ﬁ + 1) ko T;d{ ™ 1/2
z 2 (39)
()
2
entonces la solucién explicita del problema esta dada por:
s(t) = 2v/dit
20 h T ar (2 1) P (5 +1) B ) = Fa)Bn(m)]
(2, t) = — —2 2 2 — (41)
[klr (5 + 1) En(v) + \/dihoT (5 + 5) Fn(u)]

ooy ) = /2273 2P+ 1) [Enms);niw)) - inéw))Fn(ns)]

hg >

(40)

(42)

T T [d;
donde n; = —— = ———, w =4/ — y v es la Gnica solucién positiva de la
m 2 Tlt,ﬂs 2 ﬁdgi’ ds y p

siguiente ecuacidn:

n+1 kst‘dgnil)/z 1
r = - (nt1)/2 3.2 + (43)
v 2mer?w? /7 (B (vw) — Fp(ow))
hoToo 1
> 0.
(n+1)/2 2" Jaih 1 T
2 [ezzgnr (g N 1) B (o) + 2V 2y (g N 5) (o)
l
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CASO PARTICULAR a=0

Observacién. Considerando o = n = 0 y teniendo en cuenta que Eg(z) =1y
Fo(z) = erf(z), las ecuaciones (39)-(43) se reducen a:

kT
hg > m, s(t) = 2v4/dt (44)
Fw) —erf [ ——
T (57=)]
Wi, 1) = TV o ! (45)
|:1 + Terf(u)]
erfe _*
Uy(z,t) = —T; |1— erg?ﬂ de)st) (46)

d; L . . . .
donde w = N y v es la Gnica solucién positiva de la siguiente ecuacion:
S

2,2 2
ksT; e W hoToeo e "
= - + s x > 0. (47)
v/ mdds erfe(zw) vv/dy 14 Vmdihoerf(x)
Fy

Estas formulas coinciden con la solucién explicita obtenida en [Ta2016].
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