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PROBLEMA DE STEFAN A DOS FASES.
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PROBLEMA: Hallar Ψl(x, t), Ψs(x, t) y s(t) tales que:

Ψlt(x, t) = dlΨlxx(x, t), 0 < x < s(t), t > 0, (1)

Ψst(x, t) = dsΨsxx(x, t), x > s(t), t > 0, (2)

s(0) = 0, (3)

Ψl(s(t), t) = Ψs(s(t), t) = 0, t > 0, (4)

ksΨsx(s(t), t)− klΨlx(s(t), t) = γs(t)αṡ(t), t > 0, (5)

klΨlx(0, t) = h0t
−1/2

[
Ψl(0, t)− T∞tα/2

]
, t > 0, (6)

Ψs(x, 0) = −Tixα, x > 0. (7)

donde:

d: coe�ciente de difusión.

γxα: calor latente por unidad de volumen.

−Tixα: variación de la temperatura inicial dependiendo de la profundidad.

T∞: temperatura externa a x = 0

h0: coe�ciente que caracteriza la transferencia de calor en el borde �jo.
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Lema

a. Sea
Ψ(x, t) = tα/2f(η), with η =

x

2
√
dt

(8)

entonces Ψ = Ψ(x, t) es solución de la ecuación del calor Ψt(x, t) = dΨxx(x, t),
con d > 0 si y sólo si f = f(η) satisface la siguiente ecuación diferencial
ordinaria:

d2f

dη2
(η) + 2η

df

dη
(η)− 2αf(η) = 0. (9)

b. Si se introduce una nueva variable z = −η2, la ecuación (9) se transforma en
la ecuación de Kummer:

z
d2f

dz2
(z) +

(
1

2
− z
)
df

dz
(z) +

α

2
f(z) = 0. (10)

J. Bollati, D.A. Tarzia. Problema de Stefan



De�nición y propiedades de las funciones de Kummer.

M(a, b, z) =
∞∑
s=0

(a)s

(b)ss!
zs, a real y b real excepto enteros no positivos, (11)

U(a, b, z) =
Γ(1− b)

Γ(a− b+ 1)
M(a, b, z) +

Γ(b− 1)

Γ(a)
z1−bM(a− b+ 1, 2− b, z) (12)

donde (a)s es el símbolo de pochhammer:

(a)s = a(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ s− 1), (a)0 = 1 (13)

Fórmulas para las derivadas. [OLBC2010]

d

dz
M(a, b, z) =

a

b
M(a+ 1, b+ 1, z) (14)

d

dz

(
zb−1M(a, b, z)

)
= (b− 1)zb−2M(a, b− 1, z) (15)

d

dz
U(a, b, z) = −aU(a+ 1, b+ 1, z) (16)
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Lema

La solución general de la ecuación diferencial ordinaria (10), está dada por:

f(z) = c11M

(
−
α

2
,

1

2
, z

)
+ c21U

(
−
α

2
,

1

2
, z

)
. (17)

donde c11 y c21 son constantes arbitrarias y M(a, b, z) y U(a, b, z) son las
funciones de Kummer.

Observación

La solución de la ecuación diferencial (10) se puede reescribir como:

f(z) = c11M

(
−
α

2
,

1

2
, z

)
+ c21z

1/2M

(
−
α

2
+

1

2
,

3

2
, z

)
(18)

donde c11 y c21 son constantes arbitrarias.
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Teorema. Si el coe�ciente h0 satisface la siguiente desigualdad:

h0 >
2αΓ

(α
2

+ 1
)
ksTid

(α−1)/2
s

Γ

(
1

2

)
T∞

(19)

entonces existe un proceso de fusión instantáneo y el problema de frontera libre
(1)-(7) tiene una única solución dada por:

s(t) = 2ν
√
dlt (20)

Ψl(x, t) = tα/2
[
ElM

(
−
α

2
,

1

2
,−η2

l

)
+ FlηlM

(
−
α

2
+

1

2
,

3

2
,−η2

l

)]
(21)

Ψs(x, t) = tα/2
[
EsM

(
−
α

2
,

1

2
,−η2

s

)
+ FsηsM

(
−
α

2
+

1

2
,

3

2
,−η2

s

)]
(22)

donde El, Fl, Es y Fs se de�nen como:

El =

−νM
(
−
α

2
+

1

2
,

3

2
,−ν2

)
M

(
−
α

2
,

1

2
,−ν2

) Fl, Fl =

−h0T∞2
√
dlM

(
−
α

2
,

1

2
,−ν2

)
[
klM

(
−
α

2
,

1

2
,−ν2

)
+ 2

√
dlh0νM

(
−
α

2
+

1

2
,

3

2
,−ν2

)] ,
(23)

Es =

−νωM
(
−
α

2
+

1

2
,

3

2
,−ν2ω2

)
M

(
−
α

2
,

1

2
,−ν2ω2

) Fs, Fs =

−Ti2α+1d
α/2
s M

(
α

2
+

1

2
,

1

2
, ν2ω2

)
U

(
α

2
+

1

2
,

1

2
, ν2ω2

) , ω =

√
dl

ds
.

(24)
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y el coe�ciente adimensional ν es la única solución positiva de la siguiente
ecuación:

−
ksTid

(α−1)/2
s

γd
(α+1)/2
l

f1(x) +
h0T∞

γ2αd
(α+1)/2
l

f2(x) = xα+1, x > 0. (25)

donde las funciones f1 y f2 están de�nidas por:

f1(x) =
1

U

(
α

2
+

1

2
,

1

2
, x2ω2

) , f2(x) =
1[

M

(
α

2
+

1

2
,

1

2
, x2

)
+ 2

√
dlh0

kl
xM

(
α

2
+ 1,

3

2
, x2

)] , x > 0

(26)

Observación

Sean M1= −
ksTid

(α−1)/2
s

γd
(α+1)/2
l

Γ (α/2 + 1)

Γ (1/2)
, y M2=

h0T∞

γ2αd
(α+1)/2
l

. Si se veri�ca que

M1 + M2= 0, la única solución de la ecuación (25) es ν = 0. Esto implica que no
hay un cambio de fase.
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Corolario. Si el coe�ciente h0 satisface la siguiente desigualdad:

0 < h0 ≤
2αΓ

(α
2

+ 1
)
ksTid

(α−1)/2
s

Γ

(
1

2

)
T∞

(27)

entonces el problema de frontera libre (1)-(7) se reduce a un problema clásico de
transferencia del calor para la fase sólida, dado por las siguientes ecuaciones :

Ψst(x, t) = dsΨsxx(x, t), x > 0, t > 0, (28)

ksΨsx(0, t) = h0t
−1/2

[
Ψs(0, t)− T∞tα/2

]
t > 0, (29)

Ψs(x, 0) = −Tixα, x > 0 (30)

cuya solución explícita viene dada por:

Ψs(x, t) = tα/2
[
EsM

(
−
α

2
,

1

2
,−η2

s

)
+ FsηsM

(
−
α

2
+

1

2
,

3

2
,−η2

s

)]
(31)

donde ηs = x/
√

4dst y:

Es =

−Tid
α/2
s ksΓ(α + 1) + Γ

(
α + 1

2

)
h0
√
dsT∞[

ksΓ

(
α

2
+ 1

)
+ h0

√
dsΓ

(
α + 1

2

)] Fs =
2
√
dsh0(Es − T∞)

ks
(32)
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Relación entre las funciones de Kummer y la familia de integrales
repetidas de la función de error complementario:

M

(
−
n

2
,

1

2
,−z2

)
= 2nΓ

(n
2

+ 1
)
En(z) (33)

zM

(
−
n

2
+

1

2
,

3

2
,−z2

)
= 2n−1Γ

(
n

2
+

1

2

)
Fn(z) (34)

donde n es un entero, En y Fn están de�nidas por:

En(z) = [inerfc(z) + inerfc(−z)] /2 (35)

Fn(z) = [inerfc(−z) + inerfc(z)] /2 (36)

siendo:

erf(x) =
2
√
π

x∫
0

e−t
2
dt, erfc(x) = 1− erf(x) (37)

i0erfc(x) = erfc(x), inerfc(x) =

+∞∫
x

in−1erfc(t)dt (38)
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CASO PARTICULAR α = n ∈ N0

Lema. Consideremos el problema (1)-(7), donde α = n ∈ N0. Si el coe�ciente h0
satisface la siguiente desigualdad:

h0 >

2nΓ

(
n

2
+ 1

)
ksTid

(n−1)/2
s

Γ

(
1

2

)
T∞

(39)

entonces la solución explícita del problema está dada por:

s(t) = 2ν
√
dlt (40)

Ψl(x, t) = −
tn/22nh0T∞

√
dlΓ

(
n

2
+

1

2

)
Γ

(
n

2
+ 1

)
[Fn(ηl)En(ν)− Fn(ν)En(ηl)][

klΓ

(
n

2
+ 1

)
En(ν) +

√
dlh0Γ

(
n

2
+

1

2

)
Fn(ν)

] (41)

Ψs(x, t) = t
n/2

2
n
Tid

n/2
s Γ(n + 1)

[
En(ηs)Fn(νω)− En(νω)Fn(ηs)

En(νω)− Fn(νω)

]
(42)

donde ηl =
x

2
√
dlt

, ηs =
x

2
√
dst

, ω =

√
dl

ds
y ν es la única solución positiva de la

siguiente ecuación:

x
n+1

= −
ksTid

(n−1)/2
s

γd
(n+1)/2
l

1

2nex
2ω2√

π (En(xω)− Fn(xω))
+ (43)

+
h0T∞

γ2nd
(n+1)/2
l

1[
ex

2
2nΓ

(
n

2
+ 1

)
En(x) +

2n
√
dlh0

kl
ex

2
Γ

(
n

2
+

1

2

)
Fn(x)

] , x > 0.
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CASO PARTICULAR α = 0

Observación. Considerando α = n = 0 y teniendo en cuenta que E0(x) = 1 y
F0(x) = erf(x), las ecuaciones (39)-(43) se reducen a:

h0 >
ksTi
√
πdsT∞

, s(t) = 2ν
√
dlt (44)

Ψl(x, t) =
h0T∞

√
πdl

kl

[
erf(ν)− erf

(
x

2
√
dlt

)]
[
1 +

√
πdlh0

kl
erf(ν)

] (45)

Ψs(x, t) = −Ti

1−
erfc

(
x

2
√
dst

)
erf(νω)

 (46)

donde ω =

√
dl

ds
y ν es la única solución positiva de la siguiente ecuación:

x = −
ksTi

γ
√
πdlds

e−x
2ω2

erfc(xω)
+
h0T∞

γ
√
dl

e−x
2[

1 +

√
πdlh0erf(x)

kl

] , x > 0. (47)

Estas fórmulas coinciden con la solución explícita obtenida en [Ta2016].
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