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GRAFO DE PETERSEN

[5] = {1,2,3,4,5},

[5]2 = {S⊂ [5] : |S|= 2},

KG(5,2): grafo con conjunto de vértices [5]2 y aristas entre vértices
disjuntos.
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GRAFOS DE KNESER

n≥ k, [n] = {1, . . . ,n}, [n]k = {S⊆ [n] : |S|= k},

El Grafo de Kneser KG(n,k) tiene como conjunto de vértices [n]k y
aristas entre vértices disjuntos.

KG(n,1)≈ Kn.

KG(2k,k) es unión disjunta de 1
2

(2k
2

)
grafos K2.

KG(n,k) es r-regular, con r =
(n−k

k

)
.

ω(KG(n,k)) =
⌊n

k

⌋
.

α(KG(n,k)) =
(n−1

k−1

)
[Teorema de Erdős, Ko, Rado (1961)].

χ(KG(n,k))

≤ n−2k+2.

r = 1, . . . ,n−2k+1 −→ Ir = {S ∈ [n]k : min(S) = r},

In−2k+2 = {S ∈ [n]k : min(S)≥ n−2k+2}.
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GRAFOS DE KNESER

Conjetura (Martin Kneser, 1955): Si [n]k se particiona en n−2k+1
familias, al menos una de ellas contiene dos conjuntos
disjuntos

↔ χ(KG(n,k))≥ n−2k+2.

Lovász, 1978: Definición de los grafos de Kneser y prueba de la
conjetura.

χ(KG(n,k)) = n−2k+2.

¿Los grafos de Kneser son color crı́tico?
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GRAFOS DE KNESER ESTABLES

S⊂ [n] es 2-estable si 2≤ |i− j| ≤ n−2 para todo par i, j ∈ S.

[n]k2 = {S ∈ [n]k : S es 2-estable}

KG(n,k)2: subgrafo de KG(n,k) inducido por [n]k2.
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KG(n,k)2 es color crı́tico.
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S⊂ [n] es 2-estable si 2≤ |i− j| ≤ n−2 para todo par i, j ∈ S.

[n]k2 = {S ∈ [n]k : S es 2-estable}

KG(n,k)2: subgrafo de KG(n,k) inducido por [n]k2.

Schrijver (1978):
χ(KG(n,k)2) = χ(KG(n,k)) = n−2k+2.
KG(n,k)2 es color crı́tico.

KG(n,k)2: Grafos de Schrijver.



GRAFOS DE KNESER ESTABLES

Generalización: Grafos de Kneser s-estables [Alon et al., 2009]

S⊂ [n] es s-estable si s≤ |i− j| ≤ n− s.

[n]ks : familia de k-subconjuntos s-estables.

KG(n,k)s: subgrafo de KG(n,k) inducido por [n]ks .
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GRAFOS DE KNESER ESTABLES

Conjetura [Meunier, 2011]: χ(KG(n,k)s) = n− s(k−1).

χ(KG(n,k)s)≤ n− s(k−1) [Meunier, 2011].

s = 2 → χ(KG(n,k)2) = n−2k+2.

χ(KG(ks+1,k)s) = s+1 [Meunier, 2011].

s≥ 4, k ≥ 2, la conjetura es válida para n suficientemente grande
[Jonsson, 2012].

χ(KG(2s+2,2)s) = s+2 y KG(2s+2,2)s no son color crı́tico [M.
Valencia, T., 2016].

n≤ 9, k = 2, s = 3.
n≤ 10, k = 2, s = 4.
n≤ 11, k = 3, s = 3.
n≤ 13, k = 3, s = 4.
n≤ 14, k = 4, s = 3.
n≤ 17, k = 4, s = 4.
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[Jonsson, 2012].

χ(KG(2s+2,2)s) = s+2 y KG(2s+2,2)s no son color crı́tico [M.
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HOMOMORFISMOS DE GRAFOS

Sean G y H dos grafos. Una función φ : V(G) 7→ V(H) es un homomorfismo
de G en H (G→ H) si preserva adyacencias, i.e. si para toda arista uv de G,
φ(u)φ(v) es arista de H.

Si G′ ⊆ G, G′→ G.

Si G→ H entonces ω(G)≤ ω(H).

Si φ homomorfismo de G en H entonces para todo estable I de H,
φ−1(I) es un estable de G.

Una función φ : V(G)→ V(H) es un homomorfismo si y solo si φ−1(I) es
un estable de G para todo estable I de H.

Si G→ H y H→W entonces G→W.

G→ K2, para todo G bipartito.
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HOMOMORFISMOS DE GRAFOS

KG(n,k)→ KG(n−2,k−1).

φ(A) =
{

A\máx(A) si |{n−1,n}∩A| ≤ 1,
(A\{n−1,n})∪máx(A) si {n−1,n} ⊆ A.

KG(n,k)→ K(n−2,k−1)→ K(n−4,k−2) . . . → K(n−2k+2,1).

KG(n−2k+2,1)≈ Kn−2k+2.

K(n,k)→ Kn−2k+2.

χ(K(n,k))≤ n−2k+2.
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A\máx(A) si |{n−1,n}∩A| ≤ 1,
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r-UPLA COLOREO

Un r-upla coloreo de un grafo G es una asignación de r colores a cada
vértice de forma tal que vértices adyacentes reciban conjuntos de r
colores disjuntos.

χr(G): número r-upla cromático.

G tiene un r-upla coloreo con t colores ⇔ G→ KG(t,r).
¿χr(KG(n,k))?
Mı́nimo t tal que KG(n,k)→ KG(t,r).
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r-UPLA COLOREO DE GRAFOS DE KNESER

1≤ r ≤ k, χr(KG(n,k)) = n−2(k− r).

χr(KG(2k+1,k)) = 2k+1+ b r−1
k c.

χrk(KG(n,k)) = rn.

Conjetura [Stahl, 1976]: Si r = qk−p, q≥ 1, 0≤ p < k, entonces
χr(KG(n,k)) = qn−2p.



r-UPLA COLOREO DE GRAFOS DE KNESER

1≤ r ≤ k, χr(KG(n,k)) = n−2(k− r).

χr(KG(2k+1,k)) = 2k+1+ b r−1
k c.

χrk(KG(n,k)) = rn.

Conjetura [Stahl, 1976]: Si r = qk−p, q≥ 1, 0≤ p < k, entonces
χr(KG(n,k)) = qn−2p.



r-UPLA COLOREO DE GRAFOS DE KNESER
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χ2(KG(2s+4,2)2)−χ2(KG(2s+4,2)) no es acotado, [Bonomo, Koch,
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HOM-IDEMPOTENCIA DE GRAFOS DE KNESER ESTABLES

G es hom-idempotente si G2 = G�G→ G.

G es débil hom-idempotente si existe n ∈ N t.q. Gn+1→ Gn.

Los grafos de Kneser no son débil hom-idempotente, [Larose et
al., 1998].

Si n≥ 2k+2 y k ≥ 2 los grafos de Schijver no son débil
hom-idempotente, [Valencia, T., 2015].

Los grafos KG(2s+2,2)s no son hom-idempotentes, [Valencia, T.,
2015].

Los grafos KG(sk+1,k)s son hom-idempotentes y circulares,
[Valencia, T., 2015].
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Los grafos KG(sk+1,k)s son hom-idempotentes y circulares
[Valencia, T., 2015].
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Los grafos KG(sk+1,k)s son hom-idempotentes y circulares
[Valencia, T., 2015].
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Un homomorfismo biyectivo de G en sı́ mismo es un automorfismo.
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AUTOMORFISMOS DE GRAFOS

Un homomorfismo biyectivo de G en sı́ mismo es un automorfismo.
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El grupo de automorfismos de Cn, Aut(Cn), es D2n.
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φ rotación en [n].

Si n = 5, e.g. φ({1,3}) = {2,4}, φ({2,5}) = {3,1}.
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ESTABLES

Un grafo es vértice transitivo si para cada par de vértices u ,v, existe
un automorfismo φ de G tal que φ(u) = v.

Los grafos de Kneser son vértice transitivo.

Los grafos de Schrijver no son vértice transitivo en general.
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CASOS DONDE χr(G�H) = máx{χr(G),χr(H)}
Si χ(G)≤ χ(H) = ω(H) [Bonomo, Koch, Valencia, T., 2015].

Si G es hom-idempotente y H es subgrafo de G [B.K.V.T].

Si G es no bipartito con un shift y H es bipartito [B.K.V.T].
[Un automorfismo φ de G es un shift si u,φ(u) ∈ E(G) para todo vértice u.]



G r χr(G) χr(G�G) = χr(G�G)≥ χr(G�G)≤
KG(5,2) 2 5 6 - -

- 3 8 9 - -
- 4 10 12 - -
- 5 13 15 - -
- 6 15 18 - -
- 7 18 ? 20 21

KG(6,2) 2 6 8 - -
- 3 ? 12 - -
- 4 12 ? 15 16
- 5 ? ? 19 20

KG(7,2) 2 7 ? 9 10
- 3 ? ? 13 15

KG(8,2) 2 8 ? 11 12
- 3 ? ? 16 18



Muchas gracias
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