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MOTIVACIÓN: PROBLEMA DE LOCACIÓN DE SERVICIOS

Colocar un conjunto de sensores.

Demasiados pueden ser detectados.

Se pretende maximizar el número a utilizar.

Lugares a ser custodiados.

Cada lugar → vértice vi.

desde vi se visualiza vj → arista.
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desde vi se visualiza vj → arista.

v1 v2 v3
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Ubicación: D⊆ {v1,v2, ...,v8} y |D| máximo.

◦ di grado de vi ∈ V(G).

◦ δ (G) = min{di : i = 1, . . . , |V(G)|} .
◦ ∆(G) = max{di : i = 1, . . . , |V(G)|} .
◦ N[v] = {u ∈ V(G) : uv ∈ E(G)}∪{v}.

Todos los grafos son simples y conexos.
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k-EMPAQUETAMIENTOS LIMITADOS

Dado G, k ∈ Z+,
B⊆ V(G) es un k-empaquetamiento limitado en G si
|N[v]∩B| ≤ k ∀v ∈ V(G). [Gallant et al. - 2010]

v1

v3

    v4   v5

v2

   v6 k = 2

NÚMERO DE k-EMPAQUETAMIENTO LIMITADO:

Lk(G) = max{|B| : B es k-empaquetamiento limitado en G} .

PROBLEMA DEL k-EMPAQUETAMIENTO LIMITADO (PkEL), k ∈ Z+ FIJO

Instancia: G un grafo, y α ∈ N.
Pregunta: ¿Es Lk(G)≥ α? [Dobson, Leoni, Nasini. -2011]
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COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL DE PkEL

[Gallant, Gunther, Hartnell, Rall. -2010]

L1(Pm), L2(Pm), L1(Cm), L2(Cm), Lk(Km), Lk(Km,n).

[Dobson, Leoni, Nasini. -2011]

PkEL es resoluble en tiempo polinomial en:
grafos fuertemente cordales, grafos P4-tidy.

[Hinrichsen, Leoni. -2014]

PkEL es resoluble en tiempo polinomial en:
grafos con clique-width acotado

[Dobson, Leoni, Nasini. -2011]

PkEL es NP-completo, aún en grafos:
bipartitos,
split.

Tener cotas para Lk(G) es útil,
sobre todo en instancias donde PkEL es NP-completo.
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COTAS PARA EL NÚMERO DE k-EMPAQUETAMIENTO LIMITADO

∀ B⊆ V(G), |B|= k es un k-empaquetamiento limitado ⇒ Lk(G)≥ k.

[Gallant, Gunther, Hartnell, Rall. -2010]

L1(G)≤ L2(G)≤ ...≤ L∆(G)+1(G) = |V(G)| .

G, |V(G)|= n, δ (G)≥ k =⇒ Lk(G)≤ k
k+1 n.

[Gagarin, Zverovich. -2015]

G, |V(G)|= n, k ≤ δ (G)+1 =⇒ Lk(G)≤ γ×k(G).

G, |V(G)|= n, k ≤ δ (G) =⇒ Lk(G)≤

(
1− δ ′(G)

δ ′(G)
√

b̃G
k−1(1+δ ′(G))

1+ 1
δ ′(G)

)
·n.

G, |V(G)|= n, k ≤ ∆(G) =⇒ Lk(G)≥ k

(k+1) k
√
(∆(G)

k )(∆(G)+1)
n.

OBJETIVOS
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1ER OBJETIVO: SOBRE LA COTA Lk(G)≥ k

(k+1) k
√
(∆(G)

k )(∆(G)+1)
·n

GZk(G) :=
k

(k+1) k
√(

∆(G)
k

)
(∆(G)+1)

·n

Lk(G)≥ k

No funciona bien ←→ GZk(G)< k

. Deseable y útil que funcione bien en instancias donde PkEL es NP-completo.

. Exhibimos un conjunto infinito de instancias donde PkEL es NP-completo
y la cota no funciona bien.
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. Exhibimos un conjunto infinito de instancias donde PkEL es NP-completo
y la cota no funciona bien.
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PkEL es NP-completo en
grafos split.
[Dobson, Leoni, Nasini. -2011]

PCE es NP-completo aún en
R= {grafos 3− regulares} .
[Garey, Johnson, Stockmeyer -1976]

TkPCE 
PkEL

    Split

Rf

T =       o  fTk

     Reducción polinomial

  s k   

Sk := Tk (R)

PkEL es NP-completo en Sk.
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1ER OBJETIVO: SOBRE LA COTA Lk(G)≥ k

(k+1) k
√
(∆(G)

k )(∆(G)+1)
·n

Reducción del Problema del Conjunto Estable (PCE) en G general a PkEL en G′ split:

G=(V, E ) G'=(V', E' )

v2

v1

v3

v4

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e1 e2

e3

e4e5

e6

v2 2

v21

v3 2v31

v4 2

v41

v1 2

v11

Tk

k=2 y G=K4

. G′ ∈Sk, |V(G′)|=
(

3
2 + k

)
n, siendo n = |V(G)|.

. Grados de todo v de G′ ∈Sk → ∆(G′) = 3
2 +2k+1.

∀ k ≥ 1, ∀G′ ∈Sk ⇒ GZk(G′)< k.

F.C.E.I.A. (U.N.Rosario) Lopez Pujato UMA 2016 13 / 18



1ER OBJETIVO: SOBRE LA COTA Lk(G)≥ k

(k+1) k
√
(∆(G)

k )(∆(G)+1)
·n

Reducción del Problema del Conjunto Estable (PCE) en G general a PkEL en G′ split:

G=(V, E ) G'=(V', E' )

v2

v1

v3

v4

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e1 e2

e3

e4e5

e6

v2 2

v21

v3 2v31

v4 2

v41

v1 2

v11

Tk

k=2 y G=K4

. G′ ∈Sk, |V(G′)|=
(

3
2 + k

)
n, siendo n = |V(G)|.

. Grados de todo v de G′ ∈Sk → ∆(G′) = 3
2 +2k+1.

∀ k ≥ 1, ∀G′ ∈Sk ⇒ GZk(G′)< k.

F.C.E.I.A. (U.N.Rosario) Lopez Pujato UMA 2016 13 / 18



1ER OBJETIVO: SOBRE LA COTA Lk(G)≥ k

(k+1) k
√
(∆(G)

k )(∆(G)+1)
·n

Reducción del Problema del Conjunto Estable (PCE) en G general a PkEL en G′ split:

G=(V, E ) G'=(V', E' )

v2

v1

v3

v4

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e1 e2

e3

e4e5

e6

v2 2

v21

v3 2v31

v4 2

v41

v1 2

v11

Tk

k=2 y G=K4

. G′ ∈Sk, |V(G′)|=
(

3
2 + k

)
n, siendo n = |V(G)|.

. Grados de todo v de G′ ∈Sk → ∆(G′) = 3
2 +2k+1.

∀ k ≥ 1, ∀G′ ∈Sk ⇒ GZk(G′)< k.

F.C.E.I.A. (U.N.Rosario) Lopez Pujato UMA 2016 13 / 18



1ER OBJETIVO: SOBRE LA COTA Lk(G)≥ k

(k+1) k
√
(∆(G)

k )(∆(G)+1)
·n

Reducción del Problema del Conjunto Estable (PCE) en G general a PkEL en G′ split:

G=(V, E ) G'=(V', E' )

v2

v1

v3

v4

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e1 e2

e3

e4e5

e6

v2 2

v21

v3 2v31

v4 2

v41

v1 2

v11

Tk

k=2 y G=K4

. G′ ∈Sk, |V(G′)|=
(

3
2 + k

)
n, siendo n = |V(G)|.

. Grados de todo v de G′ ∈Sk → ∆(G′) = 3
2 +2k+1.

∀ k ≥ 1, ∀G′ ∈Sk ⇒ GZk(G′)< k.

F.C.E.I.A. (U.N.Rosario) Lopez Pujato UMA 2016 13 / 18



2DO OBJETIVO: MEJOR COTA SUPERIOR PARA Lk

G, |V(G)|= n, δ (G)≥ k

(1) Lk(G)≤ k
k+1 n [2010] (2) Lk(G)≤

(
1− δ ′(G)

δ ′(G)
√

b̃G
k−1(1+δ ′(G))

1+ 1
δ ′(G)

)
n [2015].

TEOREMA

G grafo, δ (G)≥ k ⇒ Lk(G)≤ k
δ (G)+1 n, y es ajustada.

∀ G con δ (G) = k, coincide con la cota (1); ∀ G con δ (G)> k la mejora.

∀G ∈F , Lk(G) = k
δ (G)+1 n y (2) no es ajustada.

G

F
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2DO OBJETIVO: MEJOR COTA SUPERIOR Lk(G)≤ k
δ (G)+1 n

Junto con Lk(G)≥ k

(k+1) k
√
(∆(G)

k )(∆(G)+1)
.n :

G 3-regular n
3
√

3
≤ L2(G)≤ n

3 .

Mejora:
Lk(G)≤ k

k+1 n [Gallant et al. - 2010]

Lk(G)≤

(
1− δ ′(G)

δ ′(G)
√

b̃G
k−1(1+δ ′(G))

1+ 1
δ ′(G)

)
n [Gagarin, Zverovich. -2015]

G 3-regular
1
4

n≤ L2(G)≤ 1
2

n [Gallant et al. - 2010]

Complejidad computacional de PkEL en r-regulares: no se conoce.
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Lk(G)≤ k
δ (G)+1 n

Idea Demostración:

B⊆ V(G) / |B|= Lk(G) E′ = {uv ∈ E(G)/ u ∈ V−B ∧ v ∈ B}
∀v ∈ V−B, tiene a lo sumo k vecinos en B.

V(G)-B

u

B

v

|E′| ≤ k (n−|B|)

∀v ∈ B, tiene al menos δ (G)− (k−1) vecinos en V−B.

V(G)-B B

v

1

2

r

r+1< k

r+2

r+3

di+1

|E′| ≥ (δ (G)− k+1) |B|

Lk(G) = |B| ≤ k
δ (G)+1

n
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¡ Gracias por su atención !
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