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El problema de la mochila

Tenemos un conjunto de agentes (N) que quieren incluir ciertos
bienes (M) en una mochila de tamaño W .

Un Problema de la Mochila esta de�nido por una 5-tuple
P = (N,M,W ,w , p) donde;

N = f1, ..., ng denota el conjunto de agentes.

M = fg1, ..., gmg denota el conjunto de bienes.

W 2 R+ es el tamaño de la mochila.

w = fwjgj2M donde para cada j 2 M, wj denota el tamaño del bien j .

p =
n
pij
o
i2N ,j2M

donde para cada i 2 N, j 2 M, pij 2 R+ denota la

utilidad que el bien j producen al agente i
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El problema de la mochila
Factibilidad

Diremos que x = (xj )j2M 2 RM es una solución factible para P si
xj 2 [0, 1] para cada j 2 M and

∑
j2M

wjxj = W

Para cada j 2 M, wjxj es el espacio ocupado por el bien j en la
mochila bajo x .
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El problema de la mochila
Factibilidad

Cada posible solución x induce un vector de utilidades
u (x) = (ui (x))i2N que asigna a cada agente la utilidad recibida por
el modo de llenar la mochila bajo x , i.e., para cada i 2 N,

ui (x) = ∑
j2M

pij xj .

La primera pregunta que surge (principalmente en Investigación
Operativa ) es cómo seleccionar x tal que maximice la utilidad
agregada de los agentes. Formalmente,

max
x2FS (P ) ∑

i2N
ui (x) . (1)
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El problema de la mochila
Factibilidad

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que;
p1
w1
� ... � pm

wm
.

Este problema tiene al menos una solución optima dada por
x� (P) =

n
x�j (P)

o
j2M

, donde

x�j (P) :=

8>>><>>>:
1 si j = 1, ..., s � 1

1
ws

 
W �

s�1
∑
k=1

wk

!
si j = s

0 si j = s + 1, ...m

donde s es de�nido por
s�1
∑
k=1

wk < W �
s

∑
k=1

wk .
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Nuestras contribuciones

Asumamos que los agentes deciden incorporar en la mochila los
objetos de manera tal que la utilidad agregada sea máxiama. Luego
deberán decidir con dicha utilidad será repartida entre los agente que
participan en el problema

Para cada problema P el conjunto de posibles distribuciones de utilidad es

FA (P) =

(
(yi )i2N 2 RN

+ : ∑
i2N

yi = ∑
i2N

ui (x) para algún x 2 FS (P)
)
.
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Aproximación desde los juegos cooperativos

Un Juegos Cooperativo con Utilidad Transferible (un juego TU) es un
par (N, v) donde v : 2N ! R satisface que v (?) = 0.

Uno de los conceptos solución más estudiado y difundido de un juego
(N, v) es el core

c (v) =

(
x 2 RN : ∑

i2N
xi = v (N) y para cada S � N,∑

i2S
xi � v (S)

)
.

El Valor de Shapley de un juego (N, v) (Shapley, 1953) es una manera
de distribuir el valor v (N) entre los agentes de N. Para cada i 2 N es
de�nido por

Shi (v) = ∑
S�Nnfig

jS j! (n� jS j � 1)!
n!

(v (S [ fig)� v (S)) para cada i 2 N

En lo que sigue estudiaremos tres juegos cooperativos (distintos) asociados
a un problema de la mochila P y en estudiaremos sus cores y el valor de
Shapley de uno de ellos.
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Aproximación desde los juegos cooperativos

En una aproximación pesimista asumimos que la mochila es llenada de la
peor manera para cada coalición S . Dado un problema P de�nimos el
juego cooperativo (N, vpP ) donde para cada S � N,

vpP (S) = min
x2FS (P ) ∑i2S

ui (x) .

En una aproximación optimista asumimos que los agentes en cada
coalición S pueden llenar la mochila del modo que ellos quieran. Para cada
problema P de�nimos el juego (N, voP ) donde para cada S � N,

voP (S) = max
x2FS (P ) ∑i2S

ui (x) .
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Aproximación desde los juegos cooperativos

En una aproximación realista asumimos que los agentes en NnS llenarán
la mochila de la mejor manera para ellos y luego la coalición S podrá
completar maximizando sobre el espacio que queda. Sea X �NnS el
conjunto de soluciones optimas del problema PNnS . Para cada problema P
de�nimos el juego (N, v rP ) donde para cada S � N,

v rP (S) = max
x2X �NnS

∑
i2S
ui (x) .
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Aproximación desde los juegos cooperativos

Es claro que para cada P y cada S � N,

vp(S) � v r (S) � vo (S) y vp(N) = v r (N) = vo (N).

Por lo tanto,
c(N, vo ) � c(N, v r ) � c(N, vp)

El core del juego pesimista es no vacío y contiene a u (x�) (ver,
Kellerer et al . (2004)).

El core del juego optimista puede ser vacío como muestra el siguiente
ejemplo.
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Aproximación desde los juegos cooperativos

Ejemplo

Sea P tal que N = f1, 2g , M = fa, bg , W = 1, wa = wb = 1, p1a = 1,
p2b = 0.9 y p

1
b = p

2
a = 0. Tenemos que v

o (1) = 1, vo (2) = 0.9, y
vo (1, 2) = 1. Por tanto, c (vo ) = ?.
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Aproximación desde los juegos cooperativos

Teorema

Para cada problema de la mochila P, u (x�) 2 c (v r ) .
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Aproximación axiomática.
Reglas y axiomas

Una regla es una función f que asigna a cada problema P un par

f (P) =
�
f 1 (P) , f 2 (P)

�
donde

f 1 (P) 2 FS (P) y

∑
i2N

f 2i (P) = ∑
i2N

ui
�
f 1 (P)

�
.

Observemos que f 1 (P) identi�ca los bienes que serán incluidos en la
mochila y f 2 (P) denota el modo en que se distribuirá la utilidad
generada por f 1 (P).
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Axiomas

E�ciencia (ef ). Para cada problema P,
∑
i2N

f 2i (P) = max
x2FS (P ) ∑

i2N
ui (x)

Simetría (sim). Para cada problema P y cada i , i 0 2 N tal que
pi = pi

0
, tenemos que f 2i (P) = f

2
i 0 (P).

Dummy (dum). Para cada problema P i cada i 2 N tal que pij = 0
para cada j 2 M, entonces f 2i (P) = 0.

Selección en el core (sc). Para cada problema P, f 2 (P) 2 c (v r ) .
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Axiomas

Independencia de bienes irrelevantes (ibi). Dado un problema P y
j 2 M satisfaciendo que xj = 0 para cualquier solución optimal x .

Tenemos que, f (P) = f
�
PMnfjg

�
.

Llenado por etapas (le). Establece que podemos llenar la mochila
en uno sólo paso o bien llenar primero una parte de la mochila y luego
la parte restante.

Contribución igualitaria (ci). Para cada problema P y cada
i , k 2 N,

f 2i (P)� f 2i
�
PNnfkg

�
= f 2k (P)� f 2k

�
PNnfig

�
.
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Axiomas

Para cada problema P y cada i 2 N de�nimos la distribución de
seguridad del agente i como

SEi (P) =
1
n
max

x2FS (P )
ui (x) .

Seguridad (se) . Para cada problema P y cada i 2 N,
f 2i (P) � SEi (P) .

Para cada problema P y cada i 2 N de�nimos la aspiración máxima del
agente i como

MAi (P) = max
x2FS (P )

ui (x)

Aspiración Máxima (am) . Para cada problema P y cada i 2 N,
f 2i (P) � MAi (P) .
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Axiomas

No hay ventajas por agruparse (nva). Para cada problema
P = (N,M,W ,w , p) y P 0 = (N 0,M,W ,w , p0) donde N � N 0 y
existe i 2 N tal que pi = p0i + ∑

k2NnN 0
p0k y pk = p0k para todo

k 2 N 0nN,
f 2i
�
P 0
�
+ ∑
k2N 0nN

f 2k
�
P 0
�
� f 2i (P) .

No hay ventajas por dividirse (nvd). Para cada problema
P = (N,M,W ,w , p) y P 0 = (N 0,M,W ,w , p0) donde N � N 0 y
existe i 2 N, pi = p0i + ∑

k2NnN 0
p0k y pk = p0k para todo t 2 N 0nN,

f 2i
�
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Resultado de Imposibilidad

Proposición

(1) No existe una regla que satisfaga selección en el core y seguridad.

2) Sea f una regla que satisface dummy y e�ciencia. Entonces, f no
satisface independencia de bienes irrelevantes y seguridad.

R. Pablo Arribillaga and G. Bergantiños () El Problema de la Mochila UMA-2016 - Bahía Blanca 18 / 30



La regla inducida por la solución óptima

Dado P 2 P�, denotemos por x�(P) (o x�) la única solución óptima de
P. Ahora consideremos la regla (x�1 (P) , x�2 (P)) de�nida por:

x�1 (P) = x� y x�2i (P) = ui (x
�) para todo i 2 N.
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La regla inducida por la solución óptima

Proposición

(1) La regla x� satisface e�ciencia, simetría, dummy, selección en el core,
independencia de bienes irrelevantes, aspiración máxima, llenado por
etapas, no hay ventajas por agruparse y dividirse.

(2) La regla x� no satisface seguridad y contribución igualitaria.
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La regla inducida por la solución óptima

Teorema

(1) x� es la única solución que satisface selección en el core y no hay
ventaja por dividirse.

(2) x� es la única solución que satisface e�ciencia, aspiración máxima,
independencia de bienes irrelevantes y llenado por etapa.

(3) x� es la única solución que satisface e�ciencia, aspiración máxima y no
hay ventajas por dividirse.
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La regla inducida por el valor de Shapley del juego
optimista

De�nimos la regla de Shapley optimista, denotada por Sho , como

Sho1 (P) = x� y Sho2 (P) = Sh (voP ) .
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La regla inducida por el valor de Shapley del juego
optimista

Proposición

(1) La regla de Shapley optimista satisface e�ciencia, simetría, dummy,
aspiración máxima, seguridad, y contribución igualitarias

(2) La regla de Shapley optimista no satisface independencia de bienes
irrelevantes, llenado por partes, selección en el core, no hay ventajas por
agruparse y dividirse.
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La regla inducida por el valor de Shapley del juego
optimista

Teorema

La regla de Shapley optimista es la única regla que satisface e�ciencia y
contribución igualitaria.
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Independencia de los axiomas

(1) Sea f γ tal que f γ1 (P) = x� para cada problema P. Además, la
utilidad total dada por cada bien j es proporcional a la utilidad total que
cada agente le da a los bienes en x�. Esto es, para cada i 2 N y j 2 M
de�nimos:

y ij =

∑
x �k>0

pik

∑
i2N

∑
x �k>0

pik
pjx�j

f γ2
i (P) = ∑

j2M
y ij .

Esta regla satisface no hay ventajas por dividirse (e�ciencia) pero falla
selección en el core (y aspiración máxima).
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Independencia de los axiomas

Sea f 0 que no selecciona ningún objeto para llevar en la mochila y asigna
0 a cada agente. Esta regla satisface aspiración máxima, independencia de
bienes irrelevantes y llenado por etapas pero falla e�ciencia.
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Independencia de los axiomas

Sea f α tal que f α1 (P) = x� para cada problema P. Además, la utilidad
total dada por cada bien es dividida de forma igualitaria entre los agentes
que le dan utilidad positiva a dicho bien. Esto es, para cada i 2 N y
j 2 M de�nimos:

Nj =
�
i 2 N : pij > 0

	
.

y ij =

(
1
jNj jpjx

�
j si i 2 Nj

0 en otro caso

f α2
i (P) = ∑

j2M
y ij .

Esta regla satisface e�ciencia, independencia de bienes irrelevantes y
llenado por etapas pero falla aspiración máxima.
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Independencia de los axiomas

Sea f β tal que f β1 (P) = x� para cada problema P. Además, la utilidad
agregada es dividida lo más igualitariamente entre los agentes de tal modo
que ningún agente obtengan más que su máxima aspiración. Esto es, dado
un problema P y i 2 N,

f β2
i (P) = min fMAi (P) , αg donde ∑

i2N
f 2i (P) = ∑

i2N
ui (x�) .

Esta regla satisface e�ciencia, aspiración máxima y llenado por etapas pero
falla independencia de bienes irrelevantes ( y no hay ventajas por dividirse).
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Independencia de los axiomas

Sea f π tal que f π1 (P) = x� para cada problema P. Dado i 2 N y j 2 M
de�nimos:

Mπ =
�
j 2 M : x�j > 0

	
,

FSπ (P) =

(
x : ∑

j2M
wjxj � W and xj = 0 if j /2 Mπ

)
y i = max

x2FSπ(P )
ui (x)
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Independencia de los axiomas

Supongamos ahora que N = fi1, ...ing tal que y i1 � y i2 ... � y in .
Observemos que ui (x�) � yi � MAi (P) para todo i 2 N. De�nimos

f π2
i1 (P) = minfy i1j , ∑

i2N
ui (x�)g.

f π2
i2 (P) = minfy i2j , ∑

i2N
ui (x�)� f π2

i1 (P)g.

...

f π2
ih (P) = minfy ihj , ∑

i2N
ui (x�)�

h�1
∑
r=1

f π2
ir (P)g.

...

f π2
in (P) = ∑

i2N
ui (x�)�

n�1
∑
r=1

f π2
ir (P) .

Esta regla satisface e�ciencia, aspiración máxima y independencia de
bienes irrelevantes pero falla llenado por etapas.
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