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Sistemas Hamiltonianos
Approach variacional

@ () una variedad suave, espacio de configuraciones
e H:T*Q — R una funcién suave, el Hamiltoniano

e Una curva I'(t) C T*Q es trayectoria del sistema si y s6lo
si es un extremo de la accién

S(r) = / (0T (1) — H(T (1)) dt

1

w = —d @ es la estructura simpléctica candnica en T*(Q)
O sea, I'(t) C T*Q es trayectoria del sistema si y sélo si

/t2 (w(I'(¢),0T(t))— < dH(T'(t),0T(t)) >) dt =0

1

para toda variacién 6I'(¢t) de la curva T'(t) y Vt € [t1, to]
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados

Approach variacional

Un sistema Hamiltoniano noholénomo generalizado es
una terna (H,D,V) donde
o H:T*Q — R es el Hamiltoniano
o D C T*Q es la subvariedad de vinculos cinematicos
o V CTT*Q es la distribucién de vinculos variacionales
°

Una curva I'(t) C D es trayectoria de (H,D, V) siy sélo si
es un extremo de la accion

S = [ o) - 1) d

t1

para toda variacién 6I'(t) € V de la curva I'(t) para todo
t € [tl,tg]
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Sistemas Hamiltonianos NoHoloonomos Generalizados

Ecuaciones de movimiento

O sea, I'(t) C D es una trayectoria de (H,D, V) si y sblo si

/t2 (w(I'(¢),0T(t))— < dH(I'(¢t),0T(t)) >) dt =0

t1

para toda variacion 6I'(t) € V de la curva I'(t) para todo
t e [tl, tQ]
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados

Vinculos variacionales

Se asume que

@ V1, el espacio de fuerzas de vinculo, es una
distribucion vertical

Vi Cker(mg.) si mg:T°Q — Q
Esta condicién implica que

o VtCV
e veV siysblosi mg«(v) € T« (V)

Q Cy =71« (V) C TQ es una distribucién sobre @
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Vinculos variacionales

e Sea v (t) =mg (I'(t))
@ v (t) = mg« (0T (t)) es una variacién infinitesimal de
@ Si se verifican estas condiciones sobre los vinculos V

oL(t) e V(X)) < () € Cviv(h)

e (H,D,V) puede definirse por (H,D,Cy)
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Simetrias

e (GG un grupo de Lie que actua a izquierda sobre () por
p:GxQ— Qtal que m: Q — X = Q/G es un fibrado
principal

e pselevanta a TQ y T"Q

P:GXxTQ—=TQ vy p:GxT*Q—T*Q

sipg:Q—=Q q--+p(g,q)

Pl(ga”q) = (pg)«(vq) ¥ Pg,0q) = (Pg*l)*(aq)

(pg)+ ¥ (pg)* son el diferencial y el pullback de p,
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Simetrias

G es una simetria de (H,D,V) si H, D y V son G-invariantes
Q@ Ho(pg))=H Vged

@ (o) (D)=D Vgel
Q@ (pg), V)=V Vged&

La condicién 3 implica que (py), (Cv) =Cy Vge G

G es una simetria de (H,D,Cy) si H, D'y Cy son
G-invariantes
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Reduccién

o A:TQ — g, conexién principal en 7: Q) — X
0a4:TQ/G—-TX®g con g=Q Xgg
0 apop(v) =7 (V) B[, A(V)]g =7 (V) B a(v)Vv e T,Q

a:TQ—9 : v=[g,AW))s v p:TQ—-TQ/G
o V =ker (m,) C TQ la distribucién vertical
aAOp (Vq) =a (Vq) = aﬂ(q)
o H la distribucién horizontal definida por A

apQ0p (Hq) = T (Hq) = Tﬂ'(q)X
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Reduccién

e Via ay, los vinculos variacionales reducidos €y C TQ/G

¢y =p(Cv) ~ (aaop)(Cv) =aa(ty) CTX D g
e Por dualidad, (TQ/G)* ~T*Q/G ~T*X & g* via el
isomorfimso
da=(az3") : T"Q/G - T* X ©g"
e h:T*Q/G — R se identifica con ho (a4) ' : T*X og* - R

@ Los vinculos cineméticos reducidos ® C T*Q/G

D = H(D) = (dia 0 H)(D) = da(D) C T°X & F"
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Sistemas Hamiltonianos NoHolénomos Generalizados
Conexién NoHol6noma Generalizada

@ Sea una métrica G-invariante sobre )
@ Sea la intersecciéon S = Cy NV

e 7 y U son los complementos ortogonales de § en Cy y V

Cy=TaS vy V=SpU
@ Sea R el complemento ortogonal de Cy +V en T'Q

Si T y R son distribuciones sobre ) se define conexién no
holénoma generalizada A® cuyo espacio horizontal es la
distribuciéon H* =R & T
Entonces,

TQ=VeH*'=USET PR
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados

Datos reducidos via A®

Via age

e se identifican los espacios T*Q/G y T*X @ g
1

hamiltoniano reducido h >~ h® = h o aje ™

vinculos cinematicos reducidos © ~ D°® = a e 0 p (D)

vinculos variacionales reducidos Cy ~ €}, = age o p (Cv/)
se descomponen como €}, = €8T @ €} siendo

ehor — 7 (Cy) =TX NeEY,

¢ =a" (Cv) =aney,
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Sistemas Hamiltonianos No Holénomos Generalizados

Reduccién

Dada una curva I'(t) C T*Q

o (1) = mo(T (1))
o z(t) :=m(y(t)
o i (t) :=m (7 (1)) Da® (v (t)) = aae op (¥ (1))

La accién puede escribirse en términos de las variables reducidas

s = [ (< u0,60) > + < 50,50) > ~hls(e) a

t1
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Reduccién

Teorema de Reduccién

Sean (H,D,V) y G un grupo de simetria.

Si A®: TQ — g es la conexién noholénoma generealizada,

[ : [t1,ta] — T*Q es trayectoria de (H, D, V) si y sélo si la curva

G:ti,te) > T*X @ g" con base x:[ty,to] > X

dada por
s(t)=y)Sn(t)=aaop( (1)),
verifica

s(t) e @,

v las Ecuaciones de Hamilton-Poincaré Generalizadas
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Reduccién

Ecuacién Horizontal

<5t?/(t) + gz (s(t)+ <H(t) . B* <ZZ (1), )> 5z° (t)> —0
Ecuacién Vertical (1)
(B + a1 0.7 () = 0 o)
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Reduccién

para todas las curvas

oz* : [tl,tz] —-TX vy ﬁ. : [tl,tg] — g
tales que

° hor —e r
ox (t) € Q:VO y n (t) € Qt\{/e ‘x(t)7
z(t)
y la curva base x que satisface que

G0 =5 60,
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Dos conexiones

@ A, conexién arbitraria

e A°®, conexién noholénoma generalizada

0 ag,ag0 : TQ/G—-TX D g

o auop(v) =m (1) ®a(v) y axeop(v)=m (v) & a® (v)
e SidyeTq,

agop(dy(t) =m (67 (1) ® a(dy(t) = 0z () ® 7 (t)

ape op (07 (1) = m (07 (1)  a® (6 (t)) = 0z° (1) & 7° (1) -
@ Si 47 is inside Cy,

sx(t) @) ey y oz (t) € ehor 7% (t) e ¢V
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
La aplicacién ¢

Se ve que

oz (t) =ox®(t) vy 7(t) =0 () +7" ()

con

@zPﬁoaAo(aA.)_loITX:TX—>fj,

P;:TX®g—¢g v Itx:TX - TX g
la proyeccién y la inclusiéon candnicas

Si A = A® entonces ¢ =0
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Sistemas Hamiltonianos NoHo’lénomos Generalizados

Reduccién: Proceso Alternativo

Teorema de Reduccion Alternativa

Sean (H,D,V) y G un grupo de simetria.

Si A® : TQ — g es la conexién noholénoma generealizada y A
una conexion arbitraria, I' : [t1, 2] — T*Q es trayectoria de
(H,D,V) siy sélo si la curva

G:lt1,te] > T*X ®g* con base x:[t1,ts] = X,

dada por
s@=y@)dn(t)=asop(t))
verifica

s(t)ye®

v las Ecuaciones de Hamilton-Poincaré Generalizadas
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonoms Generalizados

Reduccién: Proceso Alternativo

Ecuacién Horizontal

(B + G+ (70,8 (F @) )6 o)

+ (o (B )+ ady 1 0.7(0) 60 ) =003

Ecuacién Vertical

=
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados

Reduccién: Proceso Alternativo

para todas las curvas

oz* : [tl,tz] —-TX vy ﬁ. : [tl,tg] — g
tales que

° hor —e r
ox (t) € Q:VO y n (t) € Qt\{/e ‘x(t)7
z(t)
y la curva base x que satisface que

G0 =5 60,
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Fibrado trivial

Q=XxG con X =Q/G

o GxQ—Q (g9,(z,h) = (z,Lgh) = (z,9h)

e m:Q = X:(x,h)—~x

e GXTQ—TQ <g, (x,h,:b,h))H(x,gh,:’c,gh)

e A, conexién sobre m: (Q — X se puede escribir como
A (1‘ h, i, h) = Ady (A(z) &)+ hh™?

donde A es la 1-forma g-valuada sobre X

A:TX — g
dada por A(z) © = A(x,e,x,0)
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Fibrado trivial

e La conexion A es trivial si A(x) =0 Vz

o La curvatura reducida B puede escribirse como

B((x,%), (z,0x)) = (z,dA ((z, ), (x,0x)) — [A(z) &, A(x) dz])

e g~XXxg
o’gv—>X><g [(l'h), ]»—>(xAdh 15)
o Xxg—g (2,8 [(x,h),{]

o gf~ X x g
ogﬂ;—>X><g~* [(z,h),p] — (x, Ad}_, )
o X xgt—g* (z,p)—[(z,e),pu
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados

Fibrado trivial

o asop(z, h, i h) = (z,2)® (zr, A(x)E + h~1h)

@ las derivadas involucradas en las ecuaciones horizontales y
verticales se simplifican

o pla,i) = (2, —A*(0)2)
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Fibrado trivial

Si A es la conexién trivial, las ecuaciones reducidas de
Hamilton-Poincaré se escriben como

D ah L D ° ° _
<Dty+8(g)’5x > <Dtu+adah() A*(z)dz >—0

D .
<mﬂ+adah() >—0
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

Un sistema Hamiltoniano HoHolénomo Generalizado de orden
superior es una terna (H,P,)) donde

o H:T*Q — R es el Hamiltoniano

Sik,l>1yTYQ el fibrado tangente de orden j sobre Q
para todo j € N

o P c T*=DT*Q es la subvariedad de vinculos
cinematicos
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

o VCTUNT*Q xp:q TT*Q
es la subvariedad vinculos variacionales y verifica que
VoeT*Qy V(e T(g—l)T*Q, el espacio

V(O =({G xTT°Q) NV,

se identifica naturalmente con un subconjuntos de T,7*@Q
que es vacio o un subespacio lineal.
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

Sea el conjunto W ¢ TU-D1*Q xp+q TT*Q tal que
VoeT*Qy (e Tél_l)T*Q se tiene que

W(C)z({g}ngT*Qmwz{;)ﬂ(o CC V(C) £ 0

W es el espacio de fuerzas de vinculo.
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

Supongamos que

eVoeT*Qyc(Cc Tcsl_l)T*Q para los cuales V (¢) # 0,

W (€) =V (¢) C ker (o)
O sea,W (€) es un subespacio vertical de T,T*Q

e dado el isomorfismo

B:TT'Q - T*QaTQ dT*Q,

e B(V(Q)=0®Cv(¢)®Tr,HQ
e BW(Q) =c®0& Fv (C)

Cv () C Tr(s)@ es un subespacio lineal y Fy (¢) = CY (€)
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

Una trayectoria de of (H,P,V) es una curva I' : [t1,t2] — T*Q
tal que

o I'(k—1) (t) eP,vte (tl,tg)

@ el conjunto de las variaciones dI" de I" tales que
(P @) ,or (1) eV, Ve (tt),

es no vacio

@ para tales variaciones

/tQ <“’b (' (t)) — dH (T (t)) , T (t)> d—0

t1
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

e Sea 7y (t) =mg (I (t))
@ 07 (t) = mg« (6T (t)) es una variacién infinitesimal de ~y

@ Si se verifican las condiciones sobre los vinculos V

5r(t)ev(r<l—1> (t)) s oyt eCy <r<l—1> (t))

e (H,P,V) se define como (H,P,Cy(()) con ¢ € TU=DT*Q
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

o (G un grupo de Lie que actia a izquierda sobre @) por
p:GxQ—Qtalquen:Q — X =Q/G es un fibrado
principal

@ p se levanta a TEDQ v T*Q

pF G x TN 5 TENQ vy 5:GxT*Q - T7Q

sipg:Q—=>Q q-->p(9,9)

(k—1)

Py (D) = (pg o)WYy Bglag) = (pg1)(ag)
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

G es una simetria de (H,P,V) si H, P y V son G-invariantes
@ Ho(py))=H VYgeG

o (7 V)P =P vgeq
@ paracada o € T*Q y cada ¢ € T(Sk_l)T*Q
(Bg), V() = V(@ V() Vged

La condicién 3 implica que

(By). (Cv(m) = Cv(p V() Vged
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

Si G es un grupo de simetria de (H,P,V) y

p:TQ—=TQ/G v pp: T VT*Q —» T VT*Q/G
son las proyecciones canénicas (p; = p)

e h:T*Q/G — R dado por H = hop es el Hamiltoniano
reducido

o P:= plk=1) (P)=P/G C T(k_l)T*Q/G son los vinculos

cinematicos reducidos
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

o &y C TUDT*Q/G x1+q)c TT*Q/G dado por

Cy(p(Q)) = p(Cv(Q) = Cv(Q)/G

son los vinculos variacionales reducidos

h, By €y (¢) son los datos reducidos del sistema
(H,P,Cv(n))
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

l[-conexiones
Dado [ € NU {0}, una 1— conexién sobre el fibrado 7 : Q — X
es una aplicacion

A:TOT*QxoTQ — g

tal que Vo € TyQ y V( € Tél)T*Q, es una transformacion lineal
cuando se restringe a {¢} x T,Q, y para todos v € T,Q, g € Gy
7 € g se tiene que

o A(( Xy (g) =n
o A (P (C) g (v) = Ady [A(,0)]
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

Tener una [-conexién es equivalente a tener una asignacién de
subespacios vectoriales H(¢) C T,Q

tales que, para cadaq€ Q, 0 €T;Qy (€ Tél)T*Q se tiene
° T,Q=H() V()
donde V (¢) = Vy es el subespacio vertical en ¢

o H () (Q) = () (H(Q)), Vg €G

@ H(¢), los subespacios horizontales, dependen
diferenciablemente de q y ¢
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

e Dada A, H (¢) se define como
H(C)={veT,Q:A(v) =0}
e Dados los subespacios H (), A se define como
A(Gv) =,

donde v — X, (¢) € H (¢)

e Dada una I-conexién A se define la aplicacién

oA T(l)T*Q/GxX TQ/G = TX©F

dada por as ([¢]. [o]) = 7. (v) @ [g, A (¢, v)]
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

Para cada ¢ € TOT*Q,

o la aplicacién

H(TQ/G)a(g) = Trig)X X Bn(g)
es un isomorfismo lineal

o la aplicacién
o op: T,Q = Tr X X &x(y)

es un isomorfismo lineal

Se busca descomponer los vinculos Cy (¢) C T,Q en
desplazamientos reducidos horizontales y verticales
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

(I — 1)-conexién noholénoma generalizada

@ Sea una métrica G-invariante sobre )
Para cada ¢ y cada ¢ € T¢"DT*Q (con mg(0) = ¢) sean

o S(¢) =Cv(¢)NV(()

e 7(¢) y U(C) son los complementos ortogonales de S(¢) en
Cv(¢) y V()

Cv(Q)=T®S() v V() =8()aUE)

e Sea R(() el complemento ortogonal de Cy (¢) + V({) en T'Q
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

Si T(¢) y R(¢) son distribuciones sobre @ se define la

[ — 1-conexién noholénoma generalizada
A TEITQ — g

cuyos espacios horizontales estan dados por las distribuciones
H*(¢) = R(¢) ® T(C)

Entonces,

T,Q = V(¢) @ H*(C) = U(() & S(C) & T(C) @ R(Q)
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

Si €, ([¢]) ~ al§h o p (Cv (Q)) se tiene que

e} (¢ = & () @ & ([¢])

con
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

@ A es una conexién arbitraria en 7: Q — X

e A® la (I — 1)-conexién noholénoma generalizada

o aaop (87 (1) = (57 (1) B a (67 (1) = o (t) B 7 (1)

o alfl o p (07 (1)) = m (97 (1) & af (97 (1)) = 0a* (1) & 7* (1)

o SD[C] :Trr(q)X — aﬂ(q) tal que
-1
ol (u) = Psoay [(aﬁ) (Irx (U))]

o dx(t) = 0a*(t) y () = ll(d2°(t)) +7°(t)
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

Teorema de reduccion en orden superior

Sea G una simetria de (H,P,V). Si A es una conexién
arbitraria en el fibrado 7 : Q — X' y A® es la (I — 1)-conexién
noholénoma generalizada, una curva I : [t1,t2] — T*Q es una
trayectoria de (H,P,V) si y sélo si la curva

n: [tl,tg] — T*)C'@QN]*

dada por
n(t)=yt)®pt)=ascp(l(t),

verifica los vinculos cineméticos reducidos y las Ecuaciones de
Hamilton-Poincaré Generalizadas de Orden Superior
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados
Orden superior

Ecuacién Horizontal

<ll?)t ()+2}L+<ﬂ()é(gh( ) )>,5x'(t)>+

<(W@Y<3w@—mgﬁ@>ﬁf®>zo

Ecuacién Vertical

()~ adyn(0)." ) =0
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Sistemas Hamiltonianos NoHolonomos Generalizados

Orden superior

MUCHAS GRACIAS.....!!!
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