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Desarrollo de la charla

Reduccion de (una parte de) la simetria de sistemas mecanicos discretos
con vinculos no holénomos

El sistema reducido presenta una simetria residual, ¢es posible aplicar un
segundo proceso de reduccion?

Sistemas de Lagrange D’Alembert Poincaré discretos

Reduccion de sistemas de Lagrange D’Alembert Poincaré discretos

Descripcion de la simetria residual



Sistemas mecanicos discretos no holénomos

Principio de Lagrange-D’Alembert discreto

Un sistema mecanico discreto con vinculos no holénomos
M = (Q,Lg, Dq, D) esta determinado por,

* Funcioén diferenciable Ly : Q x Q@ — R, Q variedad de dimension finita,
* Subvariedad Dy C Q X @, vinculos cinematicos,

* Subfibrado D C TQ, vinculos variacionales.
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Principio de Lagrange-D’Alembert discreto

Un sistema mecanico discreto con vinculos no holénomos
M = (Q,Lg, Dq, D) esta determinado por,

* Funcioén diferenciable Ly : Q x Q@ — R, Q variedad de dimension finita,
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N-1
La accion discreta esta dada por Sq (q.) == Y_ Lq (g5, gj+1)
k=0

Principio de Lagrange-D’Alembert discreto. Las trayectorias del sistema
satisfacen
(@-1,4) € Da
dSa(q)(éq) =0

para toda variacion éq. a extremos fijos con dq; € Dg;.
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un fibrado principal. J
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Sistemas mecanicos discretos no holénomos con simetria

G grupo de Lie que actua sobre Q, 1: G x Q@ — Q, de modo que 7: Q@ — Q/G es
un fibrado principal.

4

Otras acciones de G

Accioén levantada a TQ Accién diagonal
GXxTQ - TQ Gx(@xQ)—QxQ
9-(a49) — (g(q),dly (4)) 9+ (90, 1) = (g (90) . g (1))

G es una simetria para M = (Q, Ly, Dy, D) si Ly, Dg y D son G-invariantes. J




Sistemas mecanicos discretos no holénomos con simetria

Definicion
Una conexion discreta afin es una aplicaciéon Ag : 4 C Q x Q — G,
Aa(q,q1) =g

donde g € G es el tinico tal que

(q0,q1) = (%Jg(%)) : (QO/ ng—I (‘h)) .




Sistemas mecanicos discretos no holénomos con simetria

Definicion
Una conexion discreta afin es una aplicaciéon Ag : 4 C Q x Q — G,
Ad (qo,q1) =g,

donde g € G es el tinico tal que

(q0,q1) = (%Jg(%)) : (QO/ ngq (‘h)) .

Esta nocion de conexion discreta afin permite, entre otras cosas, describir el
espacio cociente (Q x G) /G que aparece naturalmente en el proceso de
reduccién y que denotamos G := (Q x G) /G.




Sistemas mecanicos discretos no holénomos con simetria

Reduccién - Diagrama de espacios

[
OxQ — @xGxQ/G ®(qo, a1) = (o, Aa(qo, q1), 79 (qr))

(@xQ)/G
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Reduccién - Diagrama de espacios

[
OxQ — @xGxQ/G ®(qo, a1) = (o, Aa(qo, q1), 79 (qr))

VAl
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Sistemas mecanicos discretos no holénomos con simetria

Reduccién - Diagrama de espacios

[
OxQ — @xGxQ/G ®(qo, a1) = (o, Aa(qo, q1), 79 (qr))

VAl
I'(qo, q1) = (19795 (qo, Aa(qo, 1)), 79 (q1))

(@xQ)/G — GxQ/G fq:GxQ/G—R



Sistemas mecanicos discretos no holéonomos con simetria

Teorema de Reduccion

Sea G un grupo de simetria de M = (Q,Lq, D,Da) y Aq conexion discreta afin
sobre 196 : Q — Q/G.

Sean q. curva discreta en Q,
(f’k' Mier1) = (799G (e, Ad (@ i) 79 (Giey1)) curva discreta en
Gx Q/G.

Son equivalentes,

@ q. es trayectoria del sistema en Q,

@ (v, r.) es trayectoria del sistema reducido definido sobre G x Q/G; es decir,
(UK, Ty 1) Satisface los vinculos cinemditicos reducidos y
dS; (v, r) (6v.,0r) =0

para toda variacion (dv.,ér.) que satisface los vinculos variacionales
reducidos.
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¢Se puede plantear la reduccién en etapas?

@ H subgrupo cerrado normal de G - G/H es grupo de Lie
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El sistema reducido no es un sistema mecanico discreto y no puede volver a
aplicarse el proceso de reduccién realizado anteriormente.




Reduccion de sistemas mecanicos discretos no holonomos

¢Se puede plantear la reduccién en etapas?
@ H subgrupo cerrado normal de G - G/H es grupo de Lie
@ Reduccion de la simetria dada por H

MQ:(QXQrLerd/D) Li:QxQ—R

Mg = (Hx Q/H, Ly, D4, D) Li:HxQ/H—R

o G/H representa la simetria residual del sistema

Problema

El sistema reducido no es un sistema mecanico discreto y no puede volver a
aplicarse el proceso de reduccién realizado anteriormente.

Una propuesta

Definir una nueva familia de sistemas y un nuevo mecanismo de reduccion
con los que sea posible realizar reducciones sucesivas.




Sistemas de Lagrange D’Alembert Poincaré discretos

Para sistemas continuos, Cendra, Marsden y Ratiu (2001) definen una familia
de sistemas donde realizar reducciones sucesivas es posible. Siguiendo esa
linea proponemos la siguiente definicién para el caso de sistemas discretos.

Definicion
Un sistema de Lagrange D’Alembert Poincaré discreto
M = (E,Lgq, Dy, D, P) esta determinado por,
* ¢ : E— M espacio fibrado entre variedades de dimensioén finita,
* Funcién diferenciable Ly : Ex M — R,
* Subvariedad Dy C E x M, vinculos cinemadticos,
* Subfibrado D C TE, vinculos variacionales,

* P una aplicacién que determina una relacién encadenada entre las
variaciones.
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Para sistemas continuos, Cendra, Marsden y Ratiu (2001) definen una familia
de sistemas donde realizar reducciones sucesivas es posible. Siguiendo esa
linea proponemos la siguiente definicién para el caso de sistemas discretos.

Definicion
Un sistema de Lagrange D’Alembert Poincaré discreto
M = (E,Lgq, Dy, D, P) esta determinado por,
* ¢ : E— M espacio fibrado entre variedades de dimensioén finita,
* Funcién diferenciable Ly : Ex M — R,
* Subvariedad Dy C E x M, vinculos cinemditicos,
* Subfibrado D C TE, vinculos variacionales,

* P una aplicacién que determina una relacién encadenada entre las
variaciones.

Algunos sistemas de Lagrange D’Alembert Poincaré discretos

@ Sistemas mecanicos discretos con vinculos no holénomos.
o El sistema reducido obtenido anteriormente.




Dinamica de los sistemas de Lagrange D’Alembert Poincaré
discretos
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Dinamica de los sistemas de Lagrange D’Alembert Poincaré
discretos
N-1

La accién discreta esta dada por Sq (e, m) := Y Lg (), Myt 1)
k=0
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donde gevk € D¢, C T E es arbitrario para k=1,.., N — 1.




Dinamica de los sistemas de Lagrange D’Alembert Poincaré

discretos
N-1
La accién discreta esta dada por Sq (e, m) := Y Lg (), Myt 1)
k=0

Una variacién infinitesimal a extremos fijos (ée.,ém.) satisface
omy=0 'y Oy =d¢p(ex)(dex) conk=1,..,N—1
be0 =P ((eo,my), (€1, My)) (3—67) y den_1 :25/6—1;,/1
berc = 06+ P (€10 Miir) (€11, Miy2)) (dercir ) stle=1,..,N =2

donde gevk € D¢, C T E es arbitrario para k=1,.., N — 1.

Las trayectorias del sistema satisfacen
{ (€1, Myey1) € Dy

dS, (e.,m) (de.,om.) =0

para toda variacion infinitesimal (de.,dm.) a extremos fijos.




Sistemas de Lagrange D’Alembert Poincaré discretos con
simetria

Definicion

Un grupo de Lie G es un grupo de simetria de M = (E, Ly, D4, D, P) si
@ Gactua sobre¢p: E — M,
@ L,, D4 y D son G-invariantes por las acciones correspondientes,
@ P es G-equivariante.




Sistemas de Lagrange D’Alembert Poincaré discretos con
simetria

Definicion

Un grupo de Lie G es un grupo de simetria de M = (E,Ly, Dy, D, P) si
@ Gactua sobre¢p: E — M,
@ L,, D4 y D son G-invariantes por las acciones correspondientes,

@ P es G-equivariante.
v

Considerando esta simetria obtenemos

b
ExM — ExGxM/G

/\,

(ExM)/G — GgxM/G




Sistemas de Lagrange D’Alembert Poincaré discretos con
simetria

Descripcion del sistema reducido

El sistema reducido M = (GE,I:d, @d,ﬁ,ﬁ) esta determinado por,
* pM/G . Gg := (Ex G) /G — M/G espacio fibrado,
* Funcioén diferenciable Ly : Gg x M/G — R,
* Subvariedad Dy :=I'(Dy) C Gg x M/ G, vinculos cinematicos,
* Subfibrado D := D, (p; oT) (D) C TGg, vinculos variacionales,

Una aplicacion que determina una relacion encadenada entre las
variaciones es

P ((vo, 1), (v1,72)) (1) =
d(pl Or) (60; ml) (P ((60; ml),(el,mz)) ((561),dpM/G (61) ((561))
donde de; € D, .



Sistemas de Lagrange D’Alembert Poincaré discretos con
simetria
Teorema de Reduccion
Sean G un grupo de simetria de M y Ag4 una conexién discreta afin sobre
a6 .M — M/G.
en E x M definimos un camino discreto (v.,1.) en

Para el camino discreto (e.,m.)
) :=T (€x, My 1). Luego, son equivalentes,

m
Gg x M/ G como (v, Tyey1) =

© (e, m) es una trayectoria del sistema M = (E,Lyq, D4, D, P).
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Sistemas de Lagrange D’Alembert Poincaré discretos con
simetria
Teorema de Reduccion
Sean G un grupo de simetria de M y Ag4 una conexién discreta afin sobre
a6 .M — M/G.
en E x M definimos un camino discreto (v.,1.) en

Para el camino discreto (e.,m.)
) :=T (€x, My 1). Luego, son equivalentes,

m
Gg x M/ G como (v, Tyey1) =

© (e, m) es una trayectoria del sistema M = (E,Lyq, D4, D, P).
@ Paratodo k=0,..,N—1, (e, Myer1) € Dg y

D1 Ly (€1, Myer1) + D1Lg (€11, M) © P ((€1c—1, Myc) , (€1, Mye1))

+Do Ly (Ek,l, mk) od¢ (Ek) =0
para variaciones Jej. € De, .
@ (v,r.) es una trayectoria del sistema M = (Gg, La, Da, @,75).
@ Paratodok=0,..,N—1, (U, 1s1) € Dq y
D1 Lg (U, Ties1) + DiLg (Ve-1,7ic) © P (V-1 i), (Vges Tie1))

+DyLg (vie—1,mic) Ap™/C () = O

para variaciones vy € Dy, .



Simetria residual

Lema
Sea G un grupo de Lie que acttia sobre el fibrado (E,M,¢,F) y H C G un
subgrupo normal cerrado. Se definen las aplicaciones

L& (T (e,w)) = 7 (IF (€)1 (w)

LM ) (T (m)) := MH (G (m) .

Luego g M/H y la accion a derecha trivial sobre F x H definen una accién de
G/H sobre el espacio fibrado (H,M/H,pM/H,F x H), donde pM/H : I — M/H.




Simetria residual

Lema

Sea G un grupo de Lie que actiia sobre M por la accién I de modo que

MG . M — M/G es un fibrado principal.

Sean H C G un subgrupo normal cerrado y AI; es una conexion discreta afin
sobre ™-H : M — M/H. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes,

@ Paracadag € Gy (mo,m;) € Dom (AL),

Al (B (o), B (m) ) = g Al (mo,mu) g™ ".

@ La subvariedad Hor i C M x M es G-invariante por la accién IM*M




Simetria residual

Proposicion

Sea G un grupo de simetria de M = (E,Ly, Dy, D, P) y H C G un subgrupo
normal cerrado. Se elige una conexion AI; del fibrado principal 7®H : M — M/H
de modo tal que se cumpla alguna de las condiciones del Lema anterior.
Entonces, G/H es un grupo de simetria de M = (HE, La, D4, D, 75) obtenido por
la reduccion de M usando AH.
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Proposicion
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En estas condiciones es posible realizar un segundo proceso de reduccion.




Simetria residual

Proposicion

Sea G un grupo de simetria de M = (E,Ly, Dy, D, P) y H C G un subgrupo
normal cerrado. Se elige una conexion .AId’ del fibrado principal 7®H : M — M/H
de modo tal que se cumpla alguna de las condiciones del Lema anterior.
Entonces, G/H es un grupo de simetria de M = (HE, La, D4, D, 75) obtenido por
la reduccion de M usando AH.

En estas condiciones es posible realizar un segundo proceso de reduccion.

En desarrollo

* Estudiar la equivalencia entre los dos procesos de reduccion.

* Formulacion categorica de la reduccion en etapas.
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