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Modelo Matemático 1

Sea T (x, t) la temperatura del tejido, Ω = [0, X], Γb = {0} y Γu = {X}.

(P1)



ρc
∂T

∂t
= k

∂2T

∂x2
+Ws(x, t)

∂T

∂x
+ ωbρbcb(Tb − T ) + qm en Ω× [0, tm]

−k ∂T
∂x

= Ws(x, t)T + h(T − Tamb), en Γu × [0, tm]

T = TD, en Γb × [0, tm]

T (x, 0) = F0(x) ∀t ∈ [0, tm]

ρ: densidad

c: calor espećıfico

k : conductividad térmica

Ws: las velocidades del flujo relacionado
con el sudor

ωb : coeficiente de perfusión

Tb : temperatura cte de la sangre

qm : fuente de calor metabólica

h : coef. de convección

Tamb : temperatura ambiente

TD : temperatura de Dirichlet

F0 : temperatura inicial
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Problema Inverso
Simulaciones Numéricas

Conclusiones
Trabajos a futuro

Modelo Matemático 1 - Formulación Variacional

(PV 1)

{
Hallar T ∈ V/
a1(T, η) = l1(η), ∀η ∈ V0

donde,

a1(u, v) =

∫
Ω×[0,tm]

ρcutv + kuxvx + ωbρbcbuv + uWsvx +

∫
Γu×[0,tm]

huv

l1(v) =

∫
Ω×[0,tm]

Qv +

∫
Γu×[0,tm]

hTambv

Q = ωbρbcbTb + qm.
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Modelo Matemático 2

Sea T (x, t) la temperatura del tejido, Ω = [0, X], Γb = {0} y Γu = {X}.

(P1)



ρc
∂T

∂t
= k

∂2T

∂x2
+ ωbρbcb(Tb − T ) + qm en Ω× [0, tm]

−k ∂T
∂x

= Ls(t) + h(T − Tamb), en Γu × [0, tm]

T = TD, en Γb × [0, tm]

T (x, 0) = F0(x) ∀t ∈ [0, tm]

ρ: densidad

c: calor espećıfico

k : conductividad térmica

Ls: evaporación

ωb : coeficiente de perfusión

Tb : temperatura cte de la sangre

qm : fuente de calor metabólica

h : coef. de convección

Tamb : temperatura ambiente

TD : temperatura de Dirichlet

F0 : temperatura inicial
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Modelo Matemático 2 - Formulación Variacional

(PV 2)

{
Hallar T ∈ V/
a2(T, η) = l2(η), ∀η ∈ V0

donde,

a2(u, v) =

∫
Ω×[0,tm]

ρcutv + kuxvx + ωbρbcbuv +

∫
Γu×[0,tm]

huv

l2(v) =

∫
Ω×[0,tm]

Qv +

∫
Γu×[0,tm]

(hTa − Ls)v

Q = ωbρbcbTb + qm.
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Problema Inverso
Simulaciones Numéricas

Conclusiones
Trabajos a futuro

Dada la medición de la temperatura superficial T ∗(t) se pretende obtener:

(P1) (P2)

Ws(x, t) Ls(t)

P = {Ti}i=1..M una triangulación de Ω× [0, tm]
V = {v ∈ H1(Ω× [0, tm])/v|T ∈ P1(T ), ∀T ∈ P} es espacio de FEM

VD = {v ∈ V/v = TD, en Γb × [0, tm] ∧ v = F0 en Ω× {0}}
V0 = {v ∈ V/v = 0, en Γb × [0, tm] ∧ v = F0 en Ω× {0}}

{ηi}i=1..N la base de funciones de V0

Ws =
N∑
i=1

βkηi Ls =
∑
i∈I

βkηi

T ∈ VD/a1(T, η) = l1(η), ∀η ∈ V0 T ∈ VD/a2(T, η) = l2(η), ∀η ∈ V0

J(T ) =

∫
Γu×[0,tm]

(T − T ∗)2

min
T (Ws)

J(T ) min
T (Ls)

J(T )

Dra. Natalia N. Salva Comunicacón UMA 2016



Motivación
Modelos matemáticos
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Para hallar el valor de los parámetros βk, se plantea el siguiente problema de
optimización:

Hallar {βk} que minimiza el funcional

j(βk) = J(T (βk)) =

∫
Γu×[0,tm]

(T (βk)− T ∗)2dx,

donde la función T (βk) es una solución de (PV i) utilizando el valor de βk en la

definición de Ws ó Ls.

Se utiliza el método del Lagrangeano aumentado para poder determinar la
variación de j con respecto a βk, y aśı obtener una dirección de descenso. Para
ello se define la siguiente función:

Li(u, p, βk) = J(u) + ai,βk (u, p)− li(p)

Se puede observar que si T es solución de (PVi) entonces
Li(T (βk), p(βk), βk) = J(T (βk)) = j(βk), luego sus derivadas son iguales.
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Derivando con respecto a βk, y aplicando la regla de la cadena se tiene:

dLi(u, p, βk)

dβk
=
δLi(u, p, βk)

δβk
+ <

δLi(u, p, βk)

δu
,
δu

δβk
> + <

δLi(u, p, βk)

δp
,
δp

δβk
>

δL1(T, p, βk)

δβk
=

∫
Ω×[0,tm]

Tηkpx dxdt

(PV Ad1)

 Hallar p ∈ V0/

a1,βk (v, p) = −2

∫
Γu

(T (βk)− T ∗)vdx, ∀v ∈ V0

δL2(T, p, βk)

δβk
=

∫
Γu×[0,tm]

ηkp dt

(PV Ad2)

 Hallar p ∈ V0/

a2,βk (v, p) = −2

∫
Γu

(T (βk)− T ∗)vdx, ∀v ∈ V0
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Método del descenso rápido

Una función en varias variables F (x) definida y
diferenciable en un entorno de a decrece de forma
más rápida si se mueve en dirección opuesta al
gradiente de F en a , −∇F (a) . Entonces para γ
positivo suficientemente chico, F (a) ≥ F (b), con
b = a− γ∇F (a).

A partir de un valor inicial x0 , se obtiene una sucesión {x0,x1,x2, . . . } con

xn+1 = xn − γn∇F (xn), n ≥ 0.

Luego F (x0) ≥ F (x1) ≥ F (x2) ≥ · · ·

La convergencia de {F (xn)}n a un mı́nimo local está asegurada si F es convexa
en el entorno de x0.

Aplicación

F → J → L x→Ws/Vs → {βk}k
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Elección de γ

Para cada n, se busca hallar el mayor γn ≥ 0, de forma tal que minimice
F (xn − γn∇F (xn)). Es decir,

γn/ F (xn − γn∇F (xn)) = min
γ

F (xn − γ∇F (xn))

La evaluación de F (xn) es costosa!!

Se utiliza un método que combina el de dicotomı́a y el de ajuste de parábola.

Se comienza con un determinado γ.

Se aumenta hasta llegar a un crecimiento de la función
G(γ) = F (xn − γ∇F (xn))

La función G se asume parabólica, y con 3 puntos se determina su mı́nimo
(vértice de la parábola).
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El experimento comienza anestesiando al hámster, al cual se le invierte la bolsa
de la mejilla, exponiendo los tumores previamente inducidos. Se le coloca una
pieza de plástico en la mejilla para sostenerla y para no interferir con las
temperaturas medidas. Una vez en posición, se comienza la medición con la
cámara termográfica.

El experimento consta de 3 etapas:

1 Etapa de Adaptación (Pre): En esta etapa se mide la temperatura, con
una temperatura ambiente de Ts. Dura 120 segundos.

2 Etapa de Aire (Aire): Luego se le aplica aire, mediante un ventilador,
que se encuentra a la misma temperatura ambiente. Dura 80 segundos.

3 Etapa de Recuperación (Recu):Por último se deja estabilizar a la
misma temperatura ambiente Ts. Dura 200 segundos.
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Datos Experimentales

Datos 1 Datos 2
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Datos utilizados para las simulaciones numéricas

Ω = [0 ; 0.0015] (m) tm = 400 (seg)

k ωb ρ ρb c cb
(W/m ◦C) (W/m3 ◦C) (Kg/m3) (Kg/m3) (J/Kg ◦C) (J/Kg ◦C)

0,445 0.0002 1200 1060 3300 3770

qm Tamb Tb TD h1 h2 h3

(W/m3)
◦C ◦C ◦C W/m2 ◦C W/m2 ◦C W/m2 ◦C

Datos 1 368.1 27 33 33 10 30 10

Datos 2 0 26.5 35 26.5 10 30 10

Datos 1 Datos 2

F0(x) =
(32.805− TD)

0.0015
x+ TD F0(x) =

(27.7− TD)

0.0015
x+ TD
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Resultados - Datos 1 - (P1)

Iteración Inicial Iteración 30
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Resultados - Datos 1 - (P2)

Iteración Inicial Iteración 15
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Ws(x, t).T (x, t),

x ∈ Γu

Ls(x, t),

x ∈ Γu
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Resultados - Datos 2 - (P1)

Iteración Inicial Iteración 30
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Resultados - Datos 2 - (P2)

Iteración Inicial Iteración 15
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Ws(x, t).T (x, t),

x ∈ Γu

Ls(x, t),

x ∈ Γu
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Conclusiones

1 En las etapas de pre y recu, la evaporación o sudor aumentan, y en la
etapa de aire se genera un súbito decrecimiento.

2 Los valores obtenidos del sudor son más bajos ya que su acción involucra
todo el tejido.

3 Las oscilaciones que se generan en los primeros instantes de tiempo
dependen de los valores iniciales tomados.

4 Los valores tanto de la evaporación como del sudor se ven afectados por el
ruido de las mediciones, ya que son los únicos parámetros con ruido.
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Trabajos a futuro

1 Suavización de las oscilaciones.

2 Determinación simultánea de coeficientes térmicos.

3 Análisis de sensibilidad.

4 Determinación de evaporación en tumores, y análisis estad́ıstico sobre
diferencia con valores de tejidos sanos.
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Gracias por su atención!!!
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