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Modelos mateméticos

Modelo Matemético 1

Sea T'(x,t) la temperatura del tejido, 2 = [0, X], 'y = {0} y T'w = {X}.

pc%—f = k% + Wi(x, f)(d?% +wppes(To —T) + gm  en Q x [0, tm]
(P1) _k% = We(z,t)T + h(T — Toms), en Ty X [0, tm]
T="Tp, en I'y X [0, tm)
T(z,0) = Fo(z) Yt € [0, tm]
p: densidad T, : temperatura cte de la sangre

c: calor especifico qm : fuente de calor metabdlica

k : conductividad térmica h : coef. de conveccién

Ws: las velocidades del flujo relacionado
con el sudor

Tumb : temperatura ambiente

. . Tp : temperatura de Dirichlet
@ wy : coeficiente de perfusion

Fy : temperatura inicial
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Modelos mateméticos

Modelo Matemético 1 - Formulacion Variacional

Hallar T € V/
1
v ){ ar(T,n) = l(n), ¥n € Vo

donde,

ar(u,v) = / pcuv + kug vy + weppcruv + uWsvg + / huv
Qx[0,tm] r

uX[0,tm]

e = [ Qua [ Wl
Qx[0,tm] uX[0,tm]

Q = weppcsTh + G-

Comunicacén UMA 2016



Modelos mateméticos

Modelo Matematico 2

Sea T'(z,t) la temperatura del tejido, @ = [0, X], 'y = {0} y 'y = {X}.

aT 82T
875 (9 5 + weppCt(Ty —T) + gm  en Q X [0, tm]
oT
(P1) —ka— = Ls(t) + h(T = Toms), en I'y x [0, tn]
T=1Tp, en I'y x [O,tm]
T(x,0) = Fo(x) Vt € [0,tm]
p: densidad Ty : temperatura cte de la sangre

c: calor especifico qm : fuente de calor metabdlica

k : conductividad térmica h : coef. de conveccién

L,: evaporacién Tamp : temperatura ambiente

wp © coeficiente de perfusién Tp : temperatura de Dirichlet

Fp : temperatura inicial
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Modelos mateméticos

Modelo Matemético 2 - Formulacion Variacional

Hallar T € V/
(PVQ){ az(T,n) = l2(n), ¥n € Vo

donde,

az(u,v) = / pcuv + kuz vy + wpppcruv + / huv
Qx[0,tm] T

uX[0,tm]

lo(v) = / Qu +/ (hTa — Ls)v
Qx[0,tm] uX[0,tm]

Q = weppcsTh + Gm.-
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Problema Inverso

Dada la medicién de la temperatura superficial T*(t) se pretende obtener:

(P1) (P2)
W, (z, 1) Ls(t)

P = {T;}i=1..m una triangulacién de Q X [0, ;]
V={ve Hi(Qx[0,tm])/v|]r € P1(T),VT € P} es espacio de FEM
Vb ={veV/v=Tp,en T, X [0,tn] A v=Fyen Qx {0}}
Vo={veV/v=0,en T x [0,tm] A v=Fyen Qx{0}}

{n: }i=1..~ la base de funciones de Vp

N
Ws = Zﬁk'rh Ls= Zﬁknl
1=1

icl

T € Vp/ai(T,n) = i(n), ¥n € Vi T € Vp/aa(T,n) =la2(n), Yn e W

=
3
[

T — T*)Q

[
‘ min J(7T)
T(Ws) T(Ls)
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Problema Inverso

Para hallar el valor de los pardmetros i, se plantea el siguiente problema de
optimizacién:

Hallar {8} que minimiza el funcional

§(B) = J(T(By)) = / (T(Br) - T*)de,

Lo X [0,t,]

donde la funcién T'(8x) es una solucién de (PV) utilizando el valor de (i en la

definicién de Wy 6 Ls.

Se utiliza el método del Lagrangeano aumentado para poder determinar la
variacién de j con respecto a P, y asi obtener una direccién de descenso. Para
ello se define la siguiente funcién:

L; (uvpa 5k) = J(u) + A, By, (u,p) —1; (p)

Se puede observar que si T es solucién de (PVi) entonces
Li(T(Br),p(Br), Br) = J(T(Br)) = j(Br), luego sus derivadas son iguales.
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Problema Inverso

Derivando con respecto a Sk, y aplicando la regla de la cadena se tiene:

dﬁz(uap7 Bk) §£1(u7p76k) 5‘Cl(u7p7ﬁk) ou é‘cl(uvp7 ﬂk) 6[7
- +< g S TS T 5 >
B 58 ou 0Bk op
OL(T,p, Br) _ Trkps dzdt
OBk
QX[0,tm]
Hallar p € Vo/
(PV Adl) a1, (v,p) = —2 (T(Br) — T*)vdz, Yv eV
T
Ly (T, p,
% = / Nkp dt
Ty X [0,tm]
Hallar p € Vo/
(PVAd2) a27ﬁk (’U,p) - 92 (T(ﬂk) _ T*)'Uda?, V’U € ‘/0

Tu
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Simulac

Método del descenso rapido

Una funcién en varias variables F'(x) definida y
diferenciable en un entorno de a decrece de forma , RN\
mas rapida si se mueve en direccién opuesta al s W) |
gradiente de F en a , —VF'(a) . Entonces para 7y W\ \s— /)
positivo suficientemente chico, F(a) > F(b), con
b=a—~VF(a).

A partir de un valor inicial x¢ , se obtiene una sucesién {xg,x1, X2, ...} con
Xnt1 = Xn — YnVF(xn), n > 0.

Luego F(x0) > F(x1) > F(x2) > ---

en el entorno de xg.

La convergencia de {F(zy)}» a un minimo local estd asegurada si F' es convean

FoJ—=L x = Wi /Vs = {Br}r
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s Numéricas

Eleccién de ~

Para cada n, se busca hallar el mayor ~, > 0, de forma tal que minimice
F(xn - 'YnVF(Xn)) Es decir,

T/ F(n =1 VF (xn)) = min F(xn = yVF (xn)) J

La evaluacién de F(x,) es costosal! )

Se utiliza un método que combina el de dicotomia y el de ajuste de pardbola.

@ Se comienza con un determinado 7.

@ Se aumenta hasta llegar a un crecimiento de la funcién
G(v) = F(xn —yVF(xn))

o La funcién G se asume parabdlica, y con 3 puntos se determina su minimo
(vértice de la pardbola).

Dra. Natalia N. Salva 5n UMA 2016



Simulaciones Numéricas

El experimento comienza anestesiando al hamster, al cual se le invierte la bolsa
de la mejilla, exponiendo los tumores previamente inducidos. Se le coloca una
pieza de plastico en la mejilla para sostenerla y para no interferir con las
temperaturas medidas. Una vez en posicién, se comienza la medicién con la
camara termografica.

El experimento consta de 3 etapas:
O Etapa de Adaptacién (Pre): En esta etapa se mide la temperatura, con
una temperatura ambiente de Ts. Dura 120 segundos.

@ Etapa de Aire (Aire): Luego se le aplica aire, mediante un ventilador,
que se encuentra a la misma temperatura ambiente. Dura 80 segundos.

@ Etapa de Recuperacién (Recu):Por idltimo se deja estabilizar a la
misma temperatura ambiente 75. Dura 200 segundos.
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Datos Experimentales
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Simulaciones Numéricas

Datos utilizados para las simulaciones numéricas

Q =10; 0.0015] (m) t, = 400 (seg)

k Wh P Pb c Cb
(W/m°C) (W/m%°C) (Kg/m®) (Kg/m®) (J/Kg°C) (J/Kg°C)
0,445 0.0002 1200 1060 3300 3770
qm Toms Ty Tp h1 ho hs
w/md)  °C °C °C  W/m?°C W/m?°C W/m?°C
Datos 1 368.1 27 33 33 10 30 10
Datos 2 0 26.5 35  26.5 10 30 10
Datos 1 Datos 2
(32.805 — Tp) (27.7 — Tp)
Fo(z) = 2 Plp 4 T Fo(z) = 2la 4
o(z) o005t Tp (@) 00015 1P
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imulaciones Numérica

1- (P1)

Iteracion Inicial Iteracion 30
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Resultados - Datos 1 - (P2)

Iteracién Inicial Iteracién 15
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28 28
26 2 4
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nulacion

os - Datos 2 - (P1)

Iteracion Inicial Iteracién 30
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Numér

os - Datos 2 - (P2)

Iteracion Inicial Iteracién 15
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Concl

Conclusiones

@ En las etapas de pre y recu, la evaporacién o sudor aumentan, y en la
etapa de aire se genera un subito decrecimiento.

@ Los valores obtenidos del sudor son mas bajos ya que su accién involucra
todo el tejido.

@ Las oscilaciones que se generan en los primeros instantes de tiempo
dependen de los valores iniciales tomados.

@ Los valores tanto de la evaporaciéon como del sudor se ven afectados por el
ruido de las mediciones, ya que son los Unicos pardmetros con ruido.
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2 futuro

Trabajos a futuro

@ Suavizacién de las oscilaciones.
@ Determinacién simultanea de coeficientes térmicos.
@ Andlisis de sensibilidad.

@ Determinacién de evaporacién en tumores, y anélisis estadistico sobre
diferencia con valores de tejidos sanos.
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