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@ ;Por qué el SL(2,R)? jpor qué el grupo oscilador? diremos algo
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elegida.

@ En variedades Lorentzianas de dimensién 3, la signatura es (—, +,+)
y el indice es 1.
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@ Sea v € T,M, decimos que es tipo

espacio si gp(v,v) >0 o v=0
luz si gp(v,v)=0 y v#0
tiempo si g,(v,v) <0

@ ¢ es una métrica indefinida en M. Existe una tnica conexién libre de
torsién y compatible con la métrica, llamada conexion de
Levi-Civita. Por lo que podemos definir curvas goeodésicas.

@ Sia: I — M es una geodésica, g, (c(t),c(t)) = c constante, por
lo que podemos hablar de geodesicds espacio, luz y tiempo de
acuerdo al signo de c.
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multiplicacién determinada por las relaciones i? = a, j2 = b,
ij = k = —ji. Si F es un cuerpo hablamos el dlgebra de
cuaterniones H?b.

. . . . b
o Se define la norma reducida de © = p+ qi + rj + sk € HE

Nyea(z) := 2% = p* — ag® — br* 4 abs®> € F.

e Sia,b > 0SL(1,HL) := {g € HYY : Nyealg) = 1} es isomorfo a
SL(2,R).
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Proposicion

Sip,q,r,s definen un elemento de A, como arriba y p*> = 1 entonces
g=r=s5=0.
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forma bilineal simétrica no degenerada por ser semisimple, en
particular tiene indice 1. Esta puede ser extendida a una métrica
Lorentziana invariante a izquierda de todo el grupo. Mas aun, resulta
que esta métrica es invariante a derecha, por lo tanto bi-invariante.

Proposicion

@ Dicha métrica induce una métrica de indice 1 en las variedades cociente
SL(2,R)/I" de clases a derecha, haciendo de estas variedades
Lorentzianas de dimensién 3.

© Las geodésicas en el cociente son las proyecciones de las geodésicas en el
grupo SL(2,R). Si no son inyectivas debén ser periddicas.

© Una isometria ¢ de SL(2,R) que preserva las fibras, es decir
mop=mo¢po Ry Vy €T, define una isometria ® en el cociente dada
por ®om =mo¢.
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periddica, luego existiria un ¢ > 0 tal que v(t) = v(0) = A. Ademds,
v =moaq, con « una geodésica luz de SL(2,R), de hecho podemos
pedir que a(0) = Id.

@ Es decir 3t > 0/ a(t) € A, con « en la siguiente familia:

(111 Jeosrencesian)

e Notemos que Tr(a(t)) = Tr(C~LL(t)C) = Tr(CC~ L(t)) =
Tr(L(t) =2 ViteR.
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@ Por otro lado, X € A es de la forma

p+qgva r+sya
rb—sby/a p—qya
y Tr(\) = 2p. Por lo que debe ser 2p =2 = p = 1.
© Recordando las proposiciones de los lattices, como p? = 1, deben ser
g=r=s=0. Por lo tanto

[ 1+kt Kt (10
aft>0)=C < ket 1—kt>c<0 1)

es la unica posibilidad, pero es facil comprobar que no tiene solucién.
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@ El grupo de Isometrias de G = SL(2,R) es I(G) = L(G)F(G),
dénde F(G) son aquellas isometrias que fijan el origen. Basta
describir F/(G) para describir I(G).

Teorema (simplificado) [Detlef Miiller, 1987]

Sea G grupo de Lie con métrica Lorentziana bi-invariante, con dlgebra de
Lie g simple, luego: ® estd en F(G) siy sélo si ® es un automorfismo o
anti-automorfismo tal que d®, deja invariante a (, ), la métrica del
algebra de Lie.

Este teoréma permite calcular F(SL(2,R)), ya que las isometrias
quedan determinadas por su diferencial.
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Se obtienen 4 familias:
Q Automorfsimos interiores ®(h) = ghg™".

@ Un automorfismo aislado

2 9 92 ) _ g —G2
93 94 —93 94

i(g) = g~ es una isometria en métricas bi-invariantes, las familias 3
y 4 corresponden a los anti-automorfismos y son:

9 CIJEZZ'OCI);
Q % =io P2

1
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Isometrias: 3

De estas isometrias, cudles pasan al cociente?, es decir, cudles convervan
la fibra?

@ Se analizé el caso de los lattices Ag p

© La isometria aislada ®?: Si.
@ La inversién i: Sélo si A, normal en SL(2,R).
© Los automorfismo interiores ®;: si y sélo si g € N(Aq)

Proposicién
N(Aa,b) 7é Aa,b

(% % )o(s 5 ) evimn

Son los tnicos fuera del lattice con alguna componente nula.

@ Calcular el normalizador produce un sistema de ecuaciones en el que
se buscan g € G tal que paratodo y e I'dz; € Z,i = 1,2, 3,4, tal
que > frnn(V)gmgn = zi.

m,n



