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Objetivos del trabajo

En este trabajo estudiamos la existencia de
soluciones de cruce por equilibrios singulares en un
circuito RLC no lineal que se representa por medio
de una ecuación diferencial algebraica -EDA-.
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Una ecuación diferencial impĺıcita -EDI- definida sobre una
variedad M puede representarse de manera general como

F (t, x(t), ẋ(t)) = 0,

Las ecuaciones diferenciales impĺıcitas cuasilineales autónomas o
ecuaciones diferenciales algebraicas -EDAs- son un caso particular
de EDI:

A(x)ẋ = f(x), (1)

donde A ∈ C2(Rn,Rn×n) y f ∈ C2(Rn,Rn).
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Algunas definiciones:

x ∈ Rn es un punto singular de la EDA (1) si verifica
det(A(x)) = 0.

Ms = {x : detA(x) = 0}: conjunto singular asociado a (1).

x∗ ∈ Rn es punto de equilibrio de la EDA (1) si verifica
f(x∗) = 0.

x∗ ∈ Rn es punto de equilibrio singular de (1) si x∗ ∈Ms y
f(x∗) = 0.

Una solución de cruce es una solución de (1) que ”cruza” el
conjunto singular en tiempo finito.

Un punto de cruce es un punto singular por el que pasa una
solución de cruce.
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Figure: Trayectoria que cruza el conjunto singular en x∗
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Existencia de una variedad de cruce
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Circuito RLC no-lineal

Circuito RLC no lineal

Una resistencia (1), un capacitor (2) y un inductor (3) en paralelo.

V

I3

I2

I1 R

C

L

Ii es la corriente en la i−ésima rama
V es la cáıda de voltaje (común) en cada rama
C(V ) es la capacidad y L(I3) es la inductividad;
C,L : R→ (0,∞) funciones suficientemente suaves.
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Circuito RLC no-lineal

Por la ley de Kirchhoff para las corrientes: I1 + I2 + I3 = 0
La evolución en el tiempo de la cáıda de voltaje y las corrientes en
las ramas del capacitor e inductor están dados por:
I2 = C(V )V̇ V = L(I3)İ3.
En la rama de la resistencia (1), I1 y V están relacionados por una
ecuación de la forma ψ(I1, V ) = 0, donde ψ : R× R→ R es una
función suficientemente suave.
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Circuito RLC no-lineal

Consideramos xi = Ii para i = 1, 2, 3 y x4 = V . Las ecuaciones
que gobiernan la evolución del voltaje y la corriente tienen la forma:

A(x)ẋ = f(x) (2)

A(x) =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 L(x3) 0
0 0 0 C(x4)

 , f(x) =


x1 + x2 + x3
ψ(x1, x4)

x4
x2


Si ψ(x1, x4) es tal que ∂ψ((x1,x4)

∂x4
6= 0 en un entorno del punto de

equilibrio, aplicando el Teorema de la Función Impĺıcita, existe una
función ϕ continuamente diferenciable, tal que x4 = ϕ(x1). Los
equilibrios singulares de (2) son de la forma x∗ = (x∗1, 0,−x∗1, 0)
con ϕ(x∗1) = 0
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Algoritmo de reducción

Dada M , variedad de dimensión m y una EDA cuasilineal (2), se
demuestra que esta ecuación puede transformarse en una EDA
cuasilineal equivalente Ã(x)ẋ = f̃(x) y que resulta de rango
localmente constante sobre una variedad anaĺıtica Ñ .
Existe una proyección de Ñ en M tal que las soluciones de la EDA
reducida se proyectan como soluciones de la EDA original.
Aplicando el algoritmo, la ecuación (2) se reduce a
Ã(x)ẋ = f̃(x) (3) con:

Ã(x1, x2) =

(
−L(−x1 − x2) −L(−x1 − x2)
C(ϕ(x1))ϕ

′(x1) 0

)

f̃(x1, x2) =

(
ϕ(x1)
x2

)
Si ϕ(x∗1) = 0 y ϕ′(x∗1) = 0, x∗ = (x∗1, 0) es un equilibrio singular.
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Existencia de una variedad de cruce

Proposición (1)

Sea la EDA cuasilineal A(x)ẋ = f(x), A ∈ C2(Rn,Rn×n) y
f ∈ C2(Rn,Rn) en un entorno del punto de equilibrio singular no
cŕıtico x∗, es decir: f(x∗) = 0, detA(x∗) = 0, ∇ detA(x∗) 6= 0.
Sea vλ el autovector correspondiente al autovalor no nulo λ de la
matriz A0 = AdjA(x∗)J(x∗), donde J es la matriz jacobiana de f .

Si se cumple la condición rg

(
AdjA(x∗)J(x∗)
∇ detA(x∗)

)
= 2 entonces

existe una variedad unidimensional tangente en x∗ a vλ. Además,
si vλ no es normal con ∇ detA(x∗), el equilibrio singular x∗ es un
punto de cruce.
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Proposición (2)

Consideremos la ecuación ẋ = g(x) = AdjA(x)f(x), donde x∗ es
un punto de equilibrio. Si se cumple la condición

rg

(
AdjA(x∗)J(x∗)
∇ detA(x∗)

)
= 2 , existe una variedad unidimensional

tangente en x∗ al vector vλ, correspondiente al autovalor no nulo
de la matriz A0 = AdjA(x∗)J(x∗). La ecuación de la variedad es
la solución y = h(z) de la ecuación diferencial
0 = A1h(z) + g1(h(z), z)− h′(z) [λz + g2(h(z), z)] para ||z|| < δ.
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Existencia de una variedad de cruce en el circuito

Aplicamos la Proposición (1) al sistema reducido (3) del circuito
RLC. Se cumple la condición

rango

(
adjA(x∗)J(x∗)
∇ detA(x∗)

)
= 2

y luego, existe una variedad unidimensional W1 tangente al
autovector no nulo.
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En este caso, la matriz A0 es

A0 =

(
0 L(−x∗1)
0 −L(−x∗1)

)
Los autovalores son λ0 = 0 y λ1 = −L(−x∗1)
Los autovectores correspondientes son v0 = (1, 0) y v1 = (1,−1)
El espacio tangente a W1 en x∗ está generado por el autovector v1.
Puesto que v1 no es ortogonal con

∇ detA(x∗) =
(
−L(−x∗1 − x∗2)C(ϕ(x∗1))ϕ′′(x∗1), 0

)
en el sistema (3), x∗ es un punto de cruce.
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Ejemplo

Sea ϕ(x) = (x− a)2(x− b) con a 6= b, y L = C =cte.
Puesto que en x∗ = (a, 0), ϕ′(x) = (x− a)(3x− 2b− a) se anula
y ϕ′′(x) = 2(3x− b− 2a) no se anula, x∗ es punto de equilibrio
singular no cŕıtico.
La variedad de unidimensional W1 de ecuación y = h(z) es
tangente en (a, 0) al vector v1 = (1,−1) y es solución de la
ecuación:

0 = −C(h(z) + z)3(h(z) + z + a− b)(3h(z) + 3z + 2a− 2b)+
+h′(z)

[
−Lz + C(h(z) + z)3(h(z) + z + a− b)(3h(z) + 3z + 2a− 2b)

]
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Ejemplo

Ms : x = b+2a
3

La variedad de cruce W1 es tangente al vector v1 = (1,−1)
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