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Introduccidn

@ Marco general para encontrar pardmetros “explicitos” para los que
existan multiples estados de equilibrio positivos y no degenerados en
redes de reacciones bioquimicas.

e Método basado en el trabajo de [Bihan, Spaenlehauer '15 ].

@ Aplicamos el método a redes de importancia biolégica como
fosforilaciones secuenciales y cascadas enzimaticas. Estos sistemas
tienen una estructura especial: son sistemas MESSI téricos (Pérez
Milldn - Dickenstein).
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Redes de reacciones quimicas

Ejemplo de red de reacciones quimicas:

A+ B-2.3C B+2C-2-A

Esta red tiene:
@ r = 2 reacciones.
e m =4 complejos A+ B, 3C, B+2Cy A.

@ s =3 especies A, By C.
@ s = 3 concentraciones (funciones del tiempo) xa(t), xg(t), xc(t).
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Cinética de accidn de masas

A+B-.3C B+2C-2-A

Sistema dindmico asociado a la red:
d

EXA = Xp = —K1XaXB + ﬁszxg-
d . 2
—-XB = XB = —R1XAXB — R2XBX¢
dt

EXC = Xc = 3K1XaXB — 2/{2XBX%
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Redes con cinética de accidn de masas

Una red de reacciones quimicas consiste en:
@ s especies (variables xi,...,xs)
o m complejos (monomios, ef. x” = x| )=y

. . . Rij
e r reacciones (aristas etiquetadas, y; — ;)
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Redes con cinética de accidn de masas

Una red de reacciones quimicas consiste en:

@ s especies (variables xi,...,xs)

e m complejos (monomios, €. x¥ = x{y")lxz(y")2 9y
- . . Kijj

e r reacciones (aristas etiquetadas, y; — ;)

Con cinética de accién de masas tenemos el siguiente sistema dindmico:

Fx):=x= Y wmx(vk — v

}’k_>yk
Observamos que
xi = fi(x),i=1,.
donde fi, ..., fs son polinomios en R[xy,... ,xs].

Los estados de equilibrio del sistema dindmico son los ceros (reales
positivos) de fi, ..., f.
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Clases de compatibilidad estequiométrica

()= Y rex(t)* vk — vi)

Yk H)’L

o El subespacio S generado por todos los vectores y, — yj, con yx — y,
una reaccién de la red, es el subespacio estequiométrico.

e Una trayectoria x(t) que empieza en un punto x(0) no negativo,
permanece en el poliedro (S + x(0)) "R, para todo t > 0, al que
llamamos clase de compatibilidad estequiométrica.

@ Las ecuaciones (lineales) de S + x(0) son llamadas leyes o relaciones
de conservacion.
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Multiestacionariedad

Una red de reacciones quimicas con cinética de accién de masas admite
multiestacionariedad si existen constantes de reaccién y una clase de

compatibilidad estequiométrica tal que existen al menos dos estados de
equilibrio positivos en esa clase.

Nos interesa describir las regiones de parametros para los cuales existen
equilibrios multiples.
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Marco tedrico
Sea A= {a1,...,a,}C Z9 y supongamos que la capsula convexa de A es
un politopo @ de dimensién maxima. Sea (I', h) una triangulacion regular

de Q.
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Marco tedrico
Sea A= {a1,...,a,}C Z9 y supongamos que la capsula convexa de A es
un politopo @ de dimensién maxima. Sea (I', h) una triangulacion regular

de Q.

Consideramos la familia de sistemas polinomiales con soporte A
parametrizados por t€ R:

fe(x) =--- = fq:(x) =0, donde

fit(x) = ZC,J th@) x3 € R[xq,...,xq], i=1,...,d, t > 0.
j=1
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Teorema

[Bihan-Spaenlehauer]

Existe to € R tal que si 0 < t < ty, el nimero de soluciones positivas no
degeneradas de (1) estd acotada por abajo por el niimero de d-simplices en
[ que estdn positivamente decorados por C = (cjj).

El d-simplex A = conv{aj,...,aj,,,} €I estd positivamente decorado por
C si la matriz Ca dada por las columnas {i1,...,ig+1} de C es orientada,
es decir, si todos los vectores no nulos de Nu(Ca) tienen sus coordenadas
distintas de cero y tienen el mismo signo.

Esta condicién se puede chequear con menores de la matriz.
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Nuestro resultado:

Teorema

Sean A1, Ay dos simplices (distintos) positivamente decorados por

C = (cjj) con vértices en A que comparten sélo una faceta. Entonces
existe una triangulacion regular de A que contiene a A1, Ay, y para
cualquier funcion de peso h que induzca tal triangulacion, existe to € R
tal que para todo 0 < t < ty, el nimero de soluciones positivas no
degeneradas de (1) es al menos 2.
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Primer ejemplo - Sistema de dos componentes

HKoo 4 HK 0 22 HKop 22 HK,p
HKop + RR %% HKoo + RR,
HKpp + RR 25 HKyo + RR,
RR, % RR
Llamamos x; = [HKoo], x2 = [HKp0], x3 = [HKop], xa = [HKpp], x5 = [RR] y

x6 = [RRy] a las concentraciones de las especies.
El sistema dindmico asociado a la red es:

d d

% = fi(x) = —kix1 + kaxsxs, % = h(x) = kixy — koxo + ksxaxs,
dx: dx.

2 = f(x) = koxp — kaxz — kaxaxs, 2 — fy(x) = ksxz — ksxaxs,

dt dt

d d

% = f5(x) = —kaxzxs — ksxaxs + ko Xs, % = fo(x) = kaxzxs + ksxaxs — keXe-
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Tenemos dos leyes de conservacion:

X1+ X2 4+ x3 + x4 =C,
x5 + x5 =Co.
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Tenemos dos leyes de conservacion:

x1+x2 + x3 + x4 =Cq,
x5 + x5 = 0.

Proposicién
Con la notacion anterior supongamos que tenemos fijas las constantes ki,
ko, ks y ke y los totales C; y C. Si satisfacen:

k1<k37 y

1 1\ G 11
k([ —+ =) <L e (= + =
6<k2+k3><C2< 6<k1+k2>’

entonces existe ty > 0 tal que para cualquier valor de t € (0, ty) el sistema
de dos componentes tiene al menos 3 estados de equilibrio positivos no
degenerados, luego de los reescalamientos ks = t—h K, y ks = t_(h1+h2)k5,
con hy, hy niimeros positivos genéricos.
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Resolviendo f, = f3 = f;, = f5 = 0, escribimos las concentraciones en

términos de x; y xs.

o k4k5X4X§ - k4k5X4X§ k5X4X5 o — k5X4X5 - k4k5X4X52

k5X4X5

T Tk T T ok kT Tk T T kake

Reemplazamos en las leyes de conservacion y escribimos en forma
matricial:
2 t_
C (X4 X5 X4X5 X4X3 1) =0,
donde C € R%*5 es la matriz de coeficientes:

1 1 kaks (1 1

01 = e -G

ke ks ks
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El soporte del sistema es:

A=1{(1,0),(0,1),(1,1),(1,2),(0,0)}.

Los Simplices Ay = {(170)5 (17 1)7 (070)}v Ay = {(17 1)5 (1 2) (070)} M
Az ={(0,1),(1,2),(0,0)} forman una triangulacién regular de la cdpsula

convexa de A con la funcién de pesos h(1,0) = hy, h(0,1) = hy,
h(1,1) =0, h(1,2) =0, y h(0,0) =0, con hy, hp > 0.
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Las condiciones para que los tres simplices sean simultdneamente
positivamente decorados por C son:

k1<k3a y

11 G 11
K < Kk .
6(k2+ )<C2 6<k1+k2>

Con esas condiciones, existe tg € R, tal que para todo 0 < t < ty, el
ntiimero de soluciones no degeneradas positivas del sistema

ki ki ka ki ka ki
h 5 5 4 K5 4Ks
t"xy 4+ (— + — +(—— + G= 0
x (k2 k3 Jaxs kiks  koks )X4X5 ! ’
ks, ka ki
thexs + 7k6 Xa X5 + k3kz x4x5 G= 0,

es por lo menos 3.

Cambiando las variables %3 = thxs, x5 = th2xs y reescalando las
constantes ks = t kg, ks = t_(h1+h2)k5, obtenemos el resultado.

Magali Giaroli (UBA-CONICET) Regiones de multiestacionariedad UMA 2016



Ejemplo de dos fosforilaciones secuenciales

kong Keatq Kony keatq
So+ E Ek ESy S+ E Ek ES;, ——= S+ E
off(y off 1
/on1 /catl /ono Icato
52+F_<_ FS, 51—|—F<_ FS; ——= S5+ F
logt loteg

Tenemos 3 leyes de conservacion:

S0+ 51+ S22+ y1+y2 + y3+ ya =Stor
e+ y1+ y2 =Etor
f 4+ y3+ ya =Ftor.
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Proposicién

Con la notacién anterior, supongamos que
Stot > Ftot-

Entonces, existe una eleccion de constantes de reaccion tal que el sistema
de dos fosforilaciones secuenciales es multiestacionario.
Explicitamente, para cualquier eleccion de keat,, Ccat, tal que

kcatl > méx{ Ftot Ftot}
Ecatl Stot — Ftol“7 Etot ’

fijamos cualquier valor para las constantes restantes y hy, hs, hg > 0
genéricos. Entonces, existe ty > 0 tal que para cualquier valor t € (0, tp),
el sistema es multiestacionario luego de los reescalamientos t" ke,
thr=haje,,, tho=hag y thr=hsg . .
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Anidlogamente, escribimos las concentraciones en funcién de sg, ey f y las
reemplazamos en las leyes:

Clso e f spef ' €22 esy spe’f~t 1)' =0,

donde la matriz C € R3*%8 es:

1 0 0 Tg TogT1 Ko+ LgTo KiTo+LiToT:i —Stor
C=1010 0 0 Ko KiTo —Etor |
001 O 0 LoTo LiToT —Fior

y las constantes dependen de las constantes de reaccién.
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El soporte del sistema es:
'A = {(17 07 0)’ (07 17 0)’ (07 07 1)’ (1’ 17 _1)’ (17 27 _2)7 (17 1? O)’ (17 27 _1)7 (07 0? O)}

Consideramos los simplices A; = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(0,0,0)} y
A, ={(1,0,0),(0,1,0),(1,2,—1),(0,0,0)}, que sblo se intersecan en una
faceta.
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Los simplices A1 y As son ambos positivamente decorados por C si

cat
T = > Fror y
~caty

, Keat,
Siot Keaty > Fror <1+ ! )

Ecatl gcatl

K,
Etor

Con estas condiciones, existe tg € R, tal que si 0 < t < tp, el nimero de
soluciones no degeneradas positivas del sistema:

s [;2 (Ko + LoTo)t™esp+

+(KiTo+ LiTo Tl)th7

t 50+Tt T+TOT1t
2
ﬁ_thgstot: 07

2
So€e
hZe —+ Kof.‘h6 esp + Ki Toth7 OT — l'h8 Eior

I
e

2
thaf + LoTothGSoe + L1 Ty Tﬁ’”% — thsFtot = 0,

es al menos 2. Con un reescalamiento, obtenemos el resultado.
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Observaciones

@ Obtenemos otras regiones de parametros eligiendo otros simplices.

o Para sistemas de n fosforilaciones secuenciales, nos quedan las
mismas condiciones y un reescalamiento similar, que garantizan
multiestacionariedad.

@ Pudimos aplicar el método a otras redes, como las cascadas
enzimaticas.
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iMuchas gracias por su atencion!

o & = E DA
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