Introduccién Reduccién de Routh Sistemas AKS - Lagrangiano de Fehér
o] 000 0000

Reduccién de Routh y sistemas integrables AKS

Sistemas AKS como mecanica lagrangiana reducida

S. Capriottit

1Departamento de Matematica
Universidad Nacional del Sur

Reunién Anual UMA, Bahia Blanca, 2016



Introduccién Reduccién de Routh Sistemas AKS - Lagrangiano de Fehér
o] 000 0000

La charla

Introduccién
Sistemas Lagrangianos

Reduccién de Routh
Esquema [LC10; GMY16]

Sistemas AKS - Lagrangiano de Fehér
Sistemas AKS via reduccién de Routh



Introduccién Reduccién de Routh Sistemas AKS - Lagrangiano de Fehér
[ ] 000 0000

Definiciones

Sistemas Lagrangianos

Es un triple (Q,L, F), donde
e () es una variedad de dimensién n,
o L€ C”(TQ) es una funcién, y
e [:TQ— T*Q. Caso particular

FeQ'(Q,T°Q).
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Definiciones
Sistemas Lagrangianos
Es un triple (Q,L, F), donde
e () es una variedad de dimensién n,

o L€ C”(TQ) es una funcién, y
e [:TQ— T*Q. Caso particular

FeQ'(Q,T°Q).

Curva critica
v: 1 — Q es critica para (Q, L, F) sii

6 [L(r(e)de =~ [ (F(3(e)).67(0) e

para variaciones arbitrarias 8y € I (v*(TQ)).
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Sistemas Lagrangianos G-invariantes

e G grupo de Lie, pg : Q@ = Q/G fibrado principal.
e (Q,L,F) G-invariante sii

(a) L G-invariante,

(b) Fod);—Q :¢Z,—*Q0F para todo g€ G, y

(c) (F,Eq@) =0 paratodo £ €g.
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Sistemas Lagrangianos G-invariantes

e G grupo de Lie, pg : Q@ = Q/G fibrado principal.
e (Q,L,F) G-invariante sii

(a) L G-invariante,

(b) Fo¢;Q :¢Z,—*Q0F para todo g€ G, y

(c) (F,Eq@) =0 paratodo £ €g.

Lema:
Existe f: TQ/G — T*(Q/G) tal que

(p8) (Flal) =F(va),  Vvge TQ.
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Sistemas Lagrangianos G-invariantes

e G grupo de Lie, pg : Q@ = Q/G fibrado principal.
e (Q,L,F) G-invariante sii

(a) L G-invariante,

(b) Fo¢;Q :¢Z,—*Q0F paratodo g€ G,y

(c) (F,Eq@) =0 paratodo £ €g.

Lema:
Existe f: TQ/G — T*(Q/G) tal que

(p8) (Flal) =F(va),  Vvge TQ.

e Definamos J; : TQ — g* via

(e (ve) &) = (&)

L
Vg

para todo vy € TQ,& € g, XV € X(TQ) levantamiento vertical.
Cantidad conservadal



Introduccién Reduccién de Routh Sistemas AKS - Lagrangiano de Fehér
o] (o] le} 0000

Esquema de reduccién
Idea: Reducir el sistema mecanico en una superficie de nivel de J;.

e Sea u € g valor regular de J;, G, su grupo de isotropia.
® mq forma de conexién sobre Q — Q/G.
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Esquema de reduccién
Idea: Reducir el sistema mecanico en una superficie de nivel de J;.

e Sea u € g valor regular de J;, G, su grupo de isotropia.
® mq forma de conexién sobre Q — Q/G.

Prop: TQ/Gu~T(Q/G)x Q/Gy x g via
[val,, —— (TP (va). [al, [0 o (va)])

Entonces tenemos

T(Q/Guxg) ™ TQ/Gy

e

T(Q/G)xQ/Guxg

sip(lal,) =laly

uVET(1q 1ac1) (Q/GuxB) = (Tﬁ(v),[q]u,[qé]) :



Introduccién
(e}

Reduccién de Routh
ooe

AKS - L
0000

de Fehér

Esquema de reduccién |l

* Routhiano =L (i, g} Gyinvariante = Fiy € €™ (TQ/Gy).
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Esquema de reduccién |l

e Routhiano Ry := L— (i, wq)  Gy-invariante = Ry € C= (TQ/Gy).
e La 2-forma G, := (u,dwq) se reduce a B, € Q*(Q/Gy).



Reduccién de Routh
ooe

Esquema de reduccién |l

e Routhiano Ry := L— (i, wq)  Gy-invariante = Ry € C= (TQ/Gy).
e La 2-forma G, := (u,dwq) se reduce a B, € Q*(Q/Gy).

Teorema [LC10]

(i) Una curva critica del sistema lagrangiano (Q, L, F) con momento u
proyecta sobre una curva critica del sistema
(Q/Gu X8, Py Ry, f+Py).

(i) Si una curva critica del sistema lagrangiano
(Q/Gu x§,piRyu.f+Pu) es proyeccion de una curva y: 1 — TQ,
entonces 7 es solucién del sistema lagrangiano (Q, L, F) con
momento U.
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Sistemas AKS Lagrangianos

o K =K, K_ grupo de Lie factorizable.

o Ildea: Formulacién de un modelo mecénico? de la reduccién
hamiltoniana de teorias de campo tipo WZNW?.

o Su lagrangiano es

Lr (g,g,a,d,B,B) =

1, o
=5 (és "+to+AdgB.gg +a+Adg ) — (o) — (B,v)
e C™(TK xt;p xt),

donde p e & ,vet:.

o Este lagrangiano es invariante por la accién de (Ky), x (K-), dada
por

(k+7 k*) ! (g,OC,B) = (k+gk:17Adk+a7Adk7B> .

e La dindmica en el cociente es un sistema AKS.

2L. Fehér y A. Gabor. "Adler-Kostant—Symes systems as Lagrangian gauge
theories”. En: Physics Letters A 301.1-2 (2002), pags. 58 -64. issn: 0375-9601.

b Fehér y col. “On Hamiltonian reductions of the Wess-Zumino-Novikov- Witten
theories”. En: Phys. Rept. 222 (1992), pags. 1-64.

de Fehér
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Grupos factorizables y Lagrangianos

Definimos M := K x K x K_.
Se trivializa TK, TK_ por izquierda, TK, por derecha.

L, (g>C7g+va:g77ﬁ) = (1/2) (C;C)

G := K, x K_ actta sobre M via

(hi h-)-(g.8+.8-) = (hrgh~', g hi' h_g ).

p'(‘;” M — M/G ~ K fibrado principal.
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Grupos factorizables y Lagrangianos

Definimos M := K x K x K_.
Se trivializa TK, TK_ por izquierda, TK, por derecha.

L, (g>C7g+7a7gfﬂﬁ) = (1/2) <C;C>

G := K, x K_ actta sobre M via

(hi h-)-(g.8+.8-) = (hrgh~', g hi' h_g ).

p'(‘;” M — M/G ~ K fibrado principal.

Lema: L' es G-invariante.
——= Aplicamos reduccién de Routh!
e Para (u,v) € £, x t_ definimos

R(,J.’v) = L, — ((u, V) s (JJ)
donde ® € Q' (M, €, x £_) es una forma de conexién plana

w‘(g‘g+,g7) (¢, 0,B)=(—a,B).
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Reduccién de Routh

e |dentificacion

TxiXYx2XX3:

M M — . )
T(K+><K) X(K+)u><(K,)v Xt X = KX EX O x O xty <t

con

M
: _ —_— _
xlg.gr.8-]€ KK g+88
M x *
22:(8:8+:8 )y € Ky < (K, = (g+gg—7Adg;11~l,Adg, V)

218,818, Bl €ty Xt —s (g+ggf¢Adg+a7Adg;1ﬁ) .
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Reduccién de Routh

e |dentificacion

TxiXYx2XX3:

M M — . )
T(K+><K) X(K+)u><(K,)v Xt X = KX EX O x O xty <t

con

xn:le.gnele —— g 88

_M_

Ky x Ko
M

X2:18,8+,8- € —+———— (grgg_,Ad*  u,Ad; v

2 [ + ](u.v) (K+)pX(K*)v (+ g+1“ g )

218,818, Bl €ty Xt —s (g+ggﬂAdg+a7Adg;1ﬁ) .

e Un element genérico de este espacio sera
(g/7cl7n+an*aa7ﬁ) .

con 14 = Ad;llu,n, =Ad, v.
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Reduccién de Routh Il

e El Routhiano reducido resulta ser
ﬁ# (g/>c/’n+7n—aac’ﬁ> =

= %<C’+&+Adg,5,§’+&+Adg,§> —(a,ny) — <[§,n—>.
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Reduccién de Routh Il

o El Routhiano reducido resulta ser
ﬁﬂ (g/>C/an+7n—75‘aﬁ) =
1 - ~ . ~ . ~
= > (¢ +a+AdgB. L +a+AdgB) — (@ni) —(B.n-).
o Ademas este sistema tiene asociado una fuerza giroscépica

(fuwy (&' 814, —ady, ny,n, —ady, ), (&', &5 N4, —adu, Ny, M-, —ady, 1) ) =
= <I'La [u17 u2]> - <V, [Vlv V2]>'
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Reduccién de Routh Il

o El Routhiano reducido resulta ser
Pﬂ (g/>C/an+7n—75‘aﬁ) =
1 - ~ . ~ . ~
= > (¢ +a+AdgB. L +a+AdgB) — (@ni) —(B.n-).
o Ademas este sistema tiene asociado una fuerza giroscépica

(fuwy (&' 814, —ady, ny,n, —ady, ), (&', &5 N4, —adu, Ny, M-, —ady, 1) ) =
= <I'La [u17 u2]> - <V, [Vlv V2]>'

Teor: El sistema con Routhiano p?{ﬁ(”,v) y fuerza f(, ,) es equivalente al
definido por el Lagrangiano de Féher.
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