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. Ahora una versién a tiempo discreto
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Un flujo discreto FfXQ es un difeomorfismo que hace conmutar el diagrama.
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(Podria sélo estar definido localmente entre abiertos en @ x @, donde se puede

ver que FT Ly y F~ Ly son invertibles).
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Un flujo discreto FfXQ es un difeomorfismo que hace conmutar el diagrama.

(Podria sélo estar definido localmente entre abiertos en @ x @, donde se puede

ver que FT Ly y F~ Ly son invertibles). Asociado al mismo tenemos el flujo

cotangente discreto FdT e
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» (Q, L) sistema Lagrangiano regular. F* L .
» {(Q, Lqg.n)} sistemas discretos, con Lg QxQ e

suave en h J{FE?V J/deo
) F~ Ly
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Esquema general cuando
las flechas son difeomorfismos globales.

Observacion
Si g(t) € Q es la trayectoria exacta para la condicién inicial (g(0),g(0)) € TQ, y
h es un paso de tiempo, denotamos por W a (h, (q(0), ¢(0))) — (h, g(0), q(h)).
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Si g(t) € Q es la trayectoria exacta para la condicién inicial (g(0),g(0)) € TQ, y
h es un paso de tiempo, denotamos por W a (h, (g(0), g(0))) — (h, g(0), g(h)).
W establece un difeomorfismo entre entornos de {0} x TQ y {0} x {(q,q)}

mientras h # 0.
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Si g(t) € Q es la trayectoria exacta para la condicién inicial (g(0),4(0)) € TQ, y

h es un paso de tiempo, denotamos por W a (h

+(4(0),4(0))) = (h, q(0), q(h))-

W establece un difeomorfismo entre entornos de {0} x TQ y {0} x {(q,q)}

mientras h # 0. Fijado h, tenemos W,
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Definicion — Observacién
Dado Fcfhxo, un flujo tangente discreto Fde,? es un difeomorfismo que hace
conmutar el diagrama.
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Definicion — Observacién

Dado ijhxo, un flujo tangente discreto Flff es un difeomorfismo que hace
conmutar el diagrama. Resultados de [PCQ09] aseguran primero la existencia de
{Fde} de modo que {F(thQ}, definidos para hacer conmutar el diagrama, sean

flujos discretos usuales.
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Dado ijhxo, un flujo tangente discreto Flff es un difeomorfismo que hace
conmutar el diagrama. Resultados de [PCQ09] aseguran primero la existencia de
{Fde} de modo que {F(thQ}, definidos para hacer conmutar el diagrama, sean
flujos discretos usuales. (Esto vale para discretizaciones de mayor interés practico

que W, siempre para h pequefio no nulo).
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» (Q, L) sistema Lagrangiano regular.
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Definiciéon — Observacién

Dado Fg:o, un flujo tangente discreto Flff es un difeomorfismo que hace
conmutar el diagrama. Resultados de [PCQ09] aseguran primero la existencia de
{F]9Y de modo que {F2?}, definidos para hacer conmutar el diagrama, sean
flujos discretos usuales. (Esto vale para discretizaciones de mayor interés practico

que W, siempre para h pequefio no nulo). Asociados a {thxo} tenemos {FdT;Q}.
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» {(Q, Lqg.n)} sistemas discretos, con Lg
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> {FdT,(;)} aproxima la evolucién de (Q, L)
segun [PC09].
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» (Q, L) sistema Lagrangiano regular.
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TQ . ..
> {Fdlh } ;Er(())glma la evolucién de (Q, L) Esquema general cuando h # 0y
segun [ ] las flechas son difeomorfismos globales.

Una pregunta

i{F], 9} aproxima la evolucién Hamiltoniana de (Q, L)?

Consecuencia:

@ Conservacién de la energia salvo fluctuaciones.
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suave en h, tales que Fdef, l J/F:’?% J{FJ,:Q
|La.n (W4(4(0))) — Sla(t)]]| < CIAI™* (r > 1). !
v
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2 Esquema general cuando h # 0y
segun [PCOQ] las flechas son difeomorfismos globales.

Una pregunta

L{FdT;Q} aproxima la evolucién Hamiltoniana de (@, L)?

Consecuencia:

@ Conservacién de la energia salvo fluctuaciones.

Bondades de los sistemas mecanicos discretos transferidas a los integradores

o Simplecticidad y

@ Teorema de Noether discreto ([MWO1]), y también reduccién de simetrias.

v
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segun [Pcog] las flechas son difeomorfismos globales.

Una pregunta mas basica (y todavia atil)

i{F].?} al menos converge a idr-¢q cuando h — 0?
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» (Q, L) sistema Lagrangiano regular. v, Frloy _,
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segun [ 09] las flechas son difeomorfismos globales.

Una pregunta mas basica (y todavia atil)

i{F].?} al menos converge a idr-¢q cuando h — 0?

A futuro: preservacién de estructuras luego de reducir simetrias.




Nuestro resultado

> (Q, L) sistema Lagrangiano regular.
> {(Q, La.n)} sistemas discretos, con Ly p
suave en h, tales que
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> {FdT(h?} aproxima la evolucion de (Q, L)
segan [PC09].

U FtLyp *
TQ—QxQ——=T"Q
Al e |

F Lth
TQ——Qx Q——T*Q
vy ]F+Ld,h

Esquema general cuando h # 0 y
las flechas son difeomorfismos globales.
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2 Esquema general cuando h # 0 y
segun [PCOQ] las flechas son difeomorfismos globales.

Teorema

Para cada (g, p) = FL(q, ) existen a > 0 y una familia {FI;Q} en un entorno,

con h € (—a, a) — {0}, la cual se extiende suavemente a h = 0 como idr~q.
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segun [PCOQ] las flechas son difeomorfismos globales.

Teorema

Para cada (g, p) = FL(q, ) existen a > 0 y una familia {FJ;Q} en un entorno,

con h € (—a, a) — {0}, la cual se extiende suavemente a h = 0 como idr~q.

Demostracion (discusion)
© La expresion FI;Q =FfLgpo (F Lyp) "t noesitil: FLypy F-Lgp

pueden diverger (recordar ejemplo).
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segun [PCOQ] las flechas son difeomorfismos globales.

Teorema

Para cada (g, p) = FL(q, ) existen a > 0 y una familia {FJ;Q} en un entorno,

con h € (—a, a) — {0}, la cual se extiende suavemente a h = 0 como idr~q.

Demostracion (discusion)

@ (No trivial) "Ly, 0 W), se puede extender suavemente a h = 0 como FL,

y resulta invertible localmente para h pequefio.
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2 Esquema general cuando h # 0y
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Teorema

Para cada (g, p) = FL(q, ) existen a > 0 y una familia {FJ;Q} en un entorno,

con h € (—a, a) — {0}, la cual se extiende suavemente a h = 0 como idr~q.

Demostracion (discusion)
o FdT;Q = (F*LypoWp)o F]Q o(FtLypoWy)~t = idr-q si h— 0.
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