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De galaxias a moléculas...
Mecánica Lagrangiana
Espacio de configuración (Q):

posiciones.

I L : TQ → R (Lagrangiano).
I Trayectorias: son críticas de

S[curva q(t)] :=
∫ T
0 L(q(t), q̇(t))dt.

 
∂L

∂q
(q(t), q̇(t))− d

dt

∂L

∂q̇
(q(t), q̇(t)) = 0

(ecs. diferenciales de orden 2).

Mecánica discreta

Espacio de fases discreto (Q × Q):
pares de posiciones. (Evolución ilustrada en Q).

I Ld : Q ×Q → R (Lagrangiano discreto).
I Trayectorias (discretas): son críticas de

Sd [(q0, . . . , qm)] :=
∑m−1

i=0 Ld(qi , qi+1).

 D2Ld(qi−1, qi ) + D1Ld(qi , qi+1) = 0

(ecs. algebraicas -recurrencia de orden 2-).
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La idea de flujo discreto a través de un ejemplo simple
I Q = R.
I Ld(q, q′) = 1

2

(
q′−q
h

)2
h.

I Ecuación de movimiento discreta:

q1 − q0

h
=

F+Ld (q0,q1)∈T∗q1Q︷ ︸︸ ︷
D2Ld(q0, q1)

= −D1Ld(q1, q2)︸ ︷︷ ︸
F−Ld (q1,q2)∈T∗q1Q

=
q2 − q1

h
.

TQ
Ψh //

FTQ
d,h

��

Q × Q
F+Ld // T ∗Q

FT∗Q
d

��TQ
Ψh

// Q × Q
F−Ld

::

F+Ld

//

Esquema general cuando
las flechas son difeomorfismos globales.

Definiciones

Un flujo discreto FQ×Q
d es un difeomorfismo que hace conmutar el diagrama.

(Podría sólo estar definido localmente entre abiertos en Q × Q, donde se puede

ver que F+Ld y F−Ld son invertibles). Asociado al mismo tenemos el flujo

cotangente discreto FT∗Q
d .
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Mecánica Discreta, integradores geométricos y problema
I (Q, L) sistema Lagrangiano regular.

I {(Q, Ld,h)} sistemas discretos, con Ld,h
suave en h

, tales que∣∣Ld,h

(
Ψh(q̇(0))

)
− S [q(t)]

∣∣ ≤ C |h|r+1 (r ≥ 1).

I {FTQ
d,h } aproxima la evolución de (Q, L)

según [PC09].
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d
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TQ
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Esquema general cuando

h 6= 0 y

las flechas son difeomorfismos globales.
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I {FTQ
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Esquema general cuando

h 6= 0 y

las flechas son difeomorfismos globales.

Observación

Si q(t) ∈ Q es la trayectoria exacta para la condición inicial (q(0), q̇(0)) ∈ TQ, y

h es un paso de tiempo, denotamos por Ψ a (h, (q(0), q̇(0))) 7→ (h, q(0), q(h)).

Ψ establece un difeomorfismo entre entornos de {0} × TQ y {0} × {(q, q)}
mientras h 6= 0. Fijado h, tenemos Ψh.
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Definición – Observación

Dado FQ×Q
d,h , un flujo tangente discreto FTQ

d,h es un difeomorfismo que hace

conmutar el diagrama.

Resultados de [PC09] aseguran primero la existencia de

{FTQ
d,h } de modo que {FQ×Q

d,h }, definidos para hacer conmutar el diagrama, sean

flujos discretos usuales. (Esto vale para discretizaciones de mayor interés práctico

que Ψ, siempre para h pequeño no nulo). Asociados a {FQ×Q
d,h } tenemos {FT∗Q

d,h }.
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Una pregunta

¿{FT∗Q
d,h } aproxima la evolución Hamiltoniana de (Q, L)?

Consecuencia:

Conservación de la energía salvo fluctuaciones.

Bondades de los sistemas mecánicos discretos transferidas a los integradores

Simplecticidad y

Teorema de Noether discreto ([MW01]), y también reducción de simetrías.
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Una pregunta más básica (y todavía útil)

¿{FT∗Q
d,h } al menos converge a idT∗Q cuando h→ 0?

A futuro: preservación de estructuras luego de reducir simetrías.
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Teorema

Para cada (q, p) = FL(q, q̇) existen a > 0 y una familia {FT∗Q
d,h } en un entorno,

con h ∈ (−a, a)− {0}, la cual se extiende suavemente a h = 0 como idT∗Q .

Demostración (discusión)
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Demostración (discusión)
1 La expresión FT∗Q

d,h = F+Ld,h ◦ (F−Ld,h)−1 no es útil: F+Ld,h y F−Ld,h
pueden diverger (recordar ejemplo).
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Demostración (discusión)
2 (No trivial) F+Ld,h ◦Ψh se puede extender suavemente a h = 0 como FL,

y resulta invertible localmente para h pequeño.
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con h ∈ (−a, a)− {0}, la cual se extiende suavemente a h = 0 como idT∗Q .

Demostración (discusión)
3 FT∗Q

d,h := (F+Ld,h ◦Ψh)︸ ︷︷ ︸
→FL

◦ FTQ
d,h︸︷︷︸
→idTQ

◦ (F+Ld,h ◦Ψh)−1︸ ︷︷ ︸
→(FL)−1

→ idT∗Q si h→ 0.
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