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Introducción

Problema: Hallar f
Kf = g

K : X → Y lineal, compacto, de rango no cerrado, X , Y Hilbert y gδ

dato
‖ g − gδ ‖Y≤ δ

K † no acotada→ REGULARIZACIÓN
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Bosquejo del método

Proyección

Umbralado

Regularización

gδ

↓

Pjgδ

↓

SλPjgδ

↓

RαSλPjgδ = f δαλj


}

PASO 1
Proyección y
Umbralado Wavelet

PASO 2
Regularización
espectral
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Resultados previos y objetivos

Conocido:

E(‖ f δαλj − f ‖) = O((δ
√
| log δ|)

2s
2s+2t+d )1

Tikhonov: Rα(·) =
∑
σn>0

σn

σ2
n + α

〈·, vn〉un

Landweber:

Rk (·) =
k−1∑
j=0

∑
σn>0

(1− σ2
n)jσn〈·, vn〉un (α ≈ 1/k)

TSVD: Rα(·) =
∑

σn≥
√
α

1
σn
〈·, vn〉un

1Klann et al. (2006)
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Hipótesis

X = L2(ΩX ), Y = L2(ΩY ), ΩX ,ΩY ⊂ Rd

∃ t>0 K : L2(ΩX )→ H t (Ωy ) (t-suavizado)

Condiciones fuente

f ∈ Ran
(

(K ∗K )ν/2
)
, ν > 0

m

f ∈ Hνt (ΩX )

En general ∀s ∈ R, f ∈ Ran
(
(K ∗K )s/2t)⇔ f ∈ Hs(ΩX )

gδ = g + δdW = Kf + δdW , dW ruido blanco
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Error total

‖ f δαλj − f ‖L2 ≤‖ Rα(SλPjgδ − Pjg) ‖L2 Error de umbralado (EU)

+ ‖ Rα(Pjg − g) ‖L2 Error de proyección (EP)

+ ‖ Rαg − f ‖L2 Error de regularización (ER)
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Resultados auxiliares

Error de Proyección

Lema 1 (Klann 2006)

Sea 0 ≤ η < θ, g ∈ Hθ,ψ ∈ Hη, θ < m ∈ N, m − 1 grado de
reproducción polinomial en Vj y Pj : L2 → Vj operador proyección.
Luego

‖ g − Pjg ‖Hη
<∼ 2−j(θ−η) ‖ g ‖Hθ

Lema 2
Sea K : L2(Ω)→ L2(Ω) lineal, compacto, t-suaviza, t > 0 y 0 ≤ η < t ,
Rk : Hη → L2, de Landweber. Entonces

‖ Rk ‖Hη→L2

<∼ (1/k)(η−t)/(2t)
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Resultados auxiliares

Idea demo

Rky =
k−1∑
j=0

∑
σn>0

(1− σ2
n)jσn〈y , vn〉un

‖ Rky ‖2L2
=
∑
σn>0

k−1∑
j=0

(1− σ2
n)jσn

2

|〈y , vn〉|2σ(−2η/t)
n σ

(2η/t)
n

≤ sup
0<σ≤1

k−1∑
j=0

(1− σ2)jσ(1+η/t)

2

‖ y ‖2Hη≤ C k
η−t

t ‖ y ‖2Hη C = cte

‖ Rk ‖2Hη→L2
= sup
‖y‖Hη=1

‖ Rky ‖2L2
≤ C k

η−t
t

�
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Resultados auxiliares

Error de Proyección

Utilizando

‖ g − Pjg ‖Hη
<∼ 2−j(θ−η) ‖ g ‖Hθ y ‖ Rk ‖Hη→L2

<∼ (1/k)
η−t
2t

Lema 3

Sea s ≥ 0, s + t ∈ N, g en la bola de Sobolev
B := {g ∈ Hs+t (ΩY ) :‖ g ‖Hs+t≤ M}, η ∈ N con 0 ≤ η < t y
ψ ∈ Hη(ΩY ). Luego, para Rk de Landweber

‖ Rk (Pjg − g) ‖2L2

<∼ (1/k)(η−t)/t2−2j(s+t−η)
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Resultados auxiliares

Error total

‖ f δαλj − f ‖L2 ≤‖ Rα(SλPjgδ − Pjg) ‖L2 Error de umbralado

+ ‖ Rα(Pjg − g) ‖L2 Error de proyección X

+ ‖ Rαg − f ‖L2 Error de regularización
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Resultados auxiliares

Error de umbralado

Lema 4 (Klann 2006)
Sea θ > 0, 0 < η ≤ θ, g en la bola de Besov
B := {g ∈ Bθ

p,p(Ω) :‖ g ‖Bθp,p≤ M} donde p = 2(2η + d)/(2θ + d) y gδ

es el dato.
Sea ψ ∈ Hη(Ω) wavelet con operador proyección Pj y operador de
contracción Sλ. Elegimos λ = Cδ

√
| log δ| y j ≤ j1 con j1 = j1(δ)

definido por 2j1 ' 1/(δ2| log δ|). Entonces

E(‖ SλPjgδ − Pjg ‖2Hη) = O
(

(δ
√
| log δ|)4(θ−η)/(2θ+d)

)
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Resultados auxiliares

Error de umbralado

Utilizando

E(‖ SλPjgδ−Pjg ‖2Hη) = O
(

(δ
√
| log δ|)

4(θ−η)
2θ+d

)
y ‖ Rk ‖

<∼ (1/k)
η−t
2t

Lema 5

Eligiendo θ = s + t , para Rk de Landweber se tiene

E(‖ Rk (SλPjgδ − Pjg) ‖2L2
) = O

(
(1/k)

η−t
t (δ

√
| log δ|)

4(s+t−η)
2s+2t+d

)
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Resultados auxiliares

Error total

‖ f δαλj − f ‖L2 ≤‖ Rα(SλPjgδ − Pjg) ‖L2 Error de umbralado X
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Resultados auxiliares

Error de regularización

Lema 6

Sea f ∈ Hs, s ≤ t y Rk de Landweber

‖ Rkg − f ‖L2

<∼ (1/k)s/2t
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Resultados auxiliares

Idea demo

Rkg − f = (I − K ∗K )k f =
∑
σn>0

(1− σ2
n)k 〈f ,un〉un

‖ Rkg − f ‖2L2
=
∑
σn>0

(1− σ2
n)2k |〈f ,un〉|2σ−2s/t

n σ
2s/t
n

≤ sup
0<σ≤1

(1− σ2)2kσ2s/t
∑
σn>0

σ
−2s/t
n |〈f ,un〉|2

= sup
0<σ≤1

(1− σ2)2kσ2s/t ‖ f ‖2Hs

≤ C (1/k)s/t ‖ f ‖2Hs C = cte

�
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Resultados auxiliares

Error total

‖ f δαλj − f ‖L2 ≤‖ Rα(SλPjgδ − Pjg) ‖L2 Error de umbralado X

+ ‖ Rα(Pjg − g) ‖L2 Error de proyección X

+ ‖ Rαg − f ‖L2 Error de regularización X
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Resultados

Teorema de convergencia

Sea s ≥ 0 con s + t > 1
2 , η con 0 ≤ η ≤ t ,

f ∈ Hs(Rd ) ∩ Bs
p,p(Rd ) con

1
p

=
1
2

2t + d
2η + d

+
s

s + d

Ψ ∈ Hη una wavelet con grado m de reproducción polinomial en
Vj tal que m + 1 > t , Pj : L2 → Vj .

Sλ el operador de contracción, λ .
= C δ

√
| log δ|.

Rk el operador de regularización de Landweber.

Si j : 2−j ≤ (δ
√
| log δ|)1/(η+d/2) y k ' (δ

√
| log δ|)

4t
2s+2t+d entonces

E(‖ f δkλj − f ‖)2 = O
(

(δ
√
| log δ|)

4s
2s+2t+d

)
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Resultados

Idea demo

Igualando el EU y EP elegimos j

(1/k)
η−t

t 2−2j(s+t−η) = (1/k)
η−t

t (δ
√
| log δ|)

4(s+t−η)
2s+2t+d

obteniendo 2−j = (δ
√
| log δ|)2/(2s+2t+d).

Igualando el EU y ER elegimos el k

(1/k)
η−t

t (δ
√
| log δ|)

4(s+t−η)
2s+2t+d = (1/k)s/t

Luego, k ' (δ
√
| log δ|)

4t
2s+2t+d nos permite obtener

E(‖ fkλj − f ‖)2 = O
(

(δ
√
| log δ|)

4s
2s+2t+d

)
�
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√
| log δ|)

2s
2s+2t+d )

Tikhonov: Rα(·) =
∑
σn>0

σn

σ2
n + α

〈·, vn〉un

Landweber:

Rk (·) =
k−1∑
j=0

∑
σn>0

(1− σ2
n)jσn〈·, vn〉un (α ≈ 1/k)

TSVD: Rα(·) =
∑

σn≥
√
α

1
σn
〈·, vn〉un
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