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Introduccion a SINGULAR.

Algoritmos y teoria con ejemplos

Aqui presentaremos algunos conceptos del algebra conmutativa y la geometria algebraica
computacional por medio de ejemplos muy sencillos. Para un buen desarrollo de estos temas
ver [1, 2, 3|.

Heremos referencia constante al manual de SINGULAR [6], que se encuentra en:
http://www.singular.uni-kl.de/Manual/latest/sing_2336.htm.

Divisién de polinomios en varias variables y bases de Grobner

Si tenemos dos polinomios en una variable, x, y queremos dividirlos, primero ordenamos sus
términos (monomios), y si tienen grados distintos, sélo podremos dividir al de mayor grado
por el de menor grado. Para polinomos en varias variables, pasa algo parecido. Primero
necesitamos definir un orden monomaial. Si tenemos x1x2 y 123, {cudl es mayor? hay varios
ordenes posibles. El mas conocido es el lexicogrdfico con x1 > xo > x3 > -++ > x,, donde
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Por ejemplo: x17y < T3y, 1103 < T179.

Para ver los 6rdenes monomiales que encontramos en SINGULAR, buscar en el manual
Term orderings.

Fijado un orden monomial, que a lo largo de estas notas supondremos es el lexicografico con
x1 > Ty > xg > -+ > Iy, notamos con Lt(f) al término principal de f (es decir, aquel término
cuyo monomio es mayor que todos los monomios de los demés términos de f). Trabajaremos
sobre un cuerpo k.

Definicién: Sean {f1,..., fs} C k[x1,...,x,]. Se tiene un algoritmo de divisién con respecto
a un orden fijo cuando se tiene un algoritmo tal que dado f € k[z1, ..., z,] produce q1, ..., qs,r
en k[xq,...,x,] tales que

f=afi+t - +aqfs+r

con

1. Sig # 0, Lt(q: fi) = Lt(f)

2. Ningin monomio de r es divisible por Lt(f1),..., Lt(fs).



Ejemplo:
3

TiT2 +  ZX9T3 T+ T2
3
T3 T3 — T4
Tol3 —T2l4
Loy

= T30y + Tox3 = T3To (11 + 12) + wo(23 — 24) + 1074

donde Lt(23xo(x1 + 19)) = Thwy = Lt(x3w+T013), Lt(xo(13 — 14)) = Tows < Lt(2319+1073)
y X1 { Tomy, T3 ol

Observacion: Si divido f por {fi,..., fs} y obtengo f = ¢ f1 + -+ + qsfs + r, entonces,

f € <f1a"'7fs> < re <f1a'-'7fs>-
Dados f1,..., fs polinomios, notemos con s, ;1(f) al resto de dividir a f por fi,..., fs.

Consideremos el ideal I el ideal generado por fi,..., fs:
I = <f1,...,f8> = {h1f1++h,sfs . hl < k‘[xl,...,xn]}.
Definicién: Sea I ideal de k[z1, ..., x,]. Fijado un orden monomial, se dice que {g1,...,9:}

es una base de Grobner de I para dicho orden si

® g,....,q: €1y,

e vale para cualquier f € k[xq,...,x,] que
f €l< r{g1,...,gt}(f) = 0.

(Investigar los comandos groebner y reduce de SINGULAR.)
Observacién: G = {g1,...,g:} es un sistema de generadores (finito) del ideal I

Dado un orden monomial e I C k[zq,...,x,] ideal, existe el concepto de Base de Grobner
reducida para I, pero no ahondaremos aqui en ese concepto.
(Buscar redSB en el manual de SINGULAR.)

Calculemos en SINGULAR la base de Grobner reducida del ideal (% + xq, 71 + T3 — x4)
para el orden lexicografico con x1 > x9 > x3 > x4.

declaramos un anillo

de caracteristica 0,

con variables x1 > x9 > 13 > 14
y orden lexicografico

base reducida — option(redSB) ;
ring r=0, (x1,x2,x3,x4),1p; <—
declaramos poly fl=x1"2+x2;
polinomios poly £2=x1+x3-x4;
colenlammos I ideal J=f1,f2; “— declaramos el ideal generado por f; v fo

base de Grobner 1.c.1ea1 j=groebner (J) ;

«— le pedimos que nos muestre la base

Js



la base de Grobner

El output es: i [1]=x2+x3"2+x4"2
P ) es {2 + a3 + x5, 21 + 23 + 24}

j[2]=x1+x3+x4
> Auf Wiedersehen.

Variedades en k"

Dado un conjunto V' C k™ se dice que es una wariedad si existe un conjunto de polinomios
F Cklzy,...,x,] tal que V={x € k™: f(x) =0Vf e F}.

Notemos que f(x) = 0 para todo f en un conjunto de polinomios F si y sélo si f(x) =0
para todo f en el ideal I = (F). Dado un conjunto de polinomios F, se define entonces la
variedad del ideal, V(I).

Un conjunto finito de puntos es una variedad. En efecto, si X = {Py,..., P}, con P, =
(Py,...,Py). Seal; = (x1—Py,...,x,—Pp),i=1,...,s. Entonces X = V(I[;)U---UV([) =
V(L.Is..... I,), donde V(I.J)={f.h: fel he J}.

Por otro lado, tenemos lo siguiente:
Definicién Sea X C k™ un conjunto de puntos. Se define el ideal de X como
I(X)=A{f€klry,...,z,): f(x)=0Vx € X}
Si tenemos un conjunto finito de puntos X = {Py,..., P}, vale que [(X) = L N ---N I,

con los ideales I; = (x; — Py, ...,x, — Py,) que definimos arriba.

Descomposicién primaria de ideales (monomiales libres de cuadra-
dos)

Un ideal M C k[xy,...,x,] se dice ideal monomial si estd generado por monomios. Un
monomio " x5 ... x" es libre de cuadrados si m; € {0, 1} para todo i. Un ideal monomial

libre de cuadrados es un ideal generado por monomios libres de cuadrados.

Definicién: Un ideal ¢ se dice primario si fif, € ¢ implica que f; € ¢ 6 f3* € g para algun
m € N.

Definicién: Una descomposicion primaria de un ideal I es una expresion de I como una
interseccion finita de ideales primarios.

Propiedades:

e Un ideal g se dice primo si ffy € ¢ implica f; € g o fo € ¢. Si un ideal g es primo,
entonces ¢ es primario.

e Sigesdelaformaq=(z;,...,z;) Ckl[z1,...,z,], entonces ¢ es primo.

e Si M es un ideal monomial libre de cuadrados, sus componentes primarias son ideales
primos de la forma (z;,,...,z;.).

Recordemos el radical de un ideal: I = {f € k[zy,...,z,] : f™ € I para algin m €
N}. Si M = élqi es una descomposicion primaria de M, entonces v M = 61\/@ es la

descomposicién primaria de v M, donde ,/g; es primo para todo 7. Si M es un ideal monomial
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libre de cuadrados, entonces M es radical (M = v/ M) y por lo tanto los ideales primarios de
su descomposicion primaria son ideales primos.

Para calcular la descomposicion primaria de un ideal en SINGULAR es necesario cargar
la libreria primdec.lib. Hay dos algoritmos disponibles para calcular esta descomposicion:
primdecGTZ y primdecSY (jinvestigar!). Ambos nos devuelven una lista que contiene los
ideales primarios ¢; y los primos /g; que, en nuestro caso de ideales M monomiales libres de
cuadrados, tenemos ¢; = /q;.

Calculemos en SINGULAR la descomposicion primaria del ideal radical libre de cuadrados
M = (129, x124):
declaramos un anillo
de caracteristica 0,
con variables x1 > x9 > 13 > 24

Cargamos la libreria— [,IB "primdec.lib";
ring r=0, (x1,x2,x3,x4),1p; <—

declaramos poly fl=x1%x2; : ‘
b ’ y orden lexicografico
polinomios poly £2=x1kx4;
calculamos la ideal M=f1,f2; < declaramos el ideal generado por fiy fo
descomposicion— list m=primdecGTZ(M);
primaria m; +— le pedimos que nos muestre la descomposicién
El output es: [1]1: «— primer ideal
[1]:
_[11=x1 <« ideal primario: (z1)
[2]:
_[1]1=x1  «— ideal primo: (x;)
[2]: «— segundo ideal
[1]:
_[1]1=x4 ideal primario: (x4, x9)
_[2]=x2
[2]:
[1]=x4 ideal primo: (x4, z5)
_[2]=x2

Luego, la descomposicién primaria de M es M = (z129, z124) = (x1) N (X4, T2).

Polinomios en Fs[xy, ..., z,]

Recordemos el cuerpo de dos elementos, Fo = {0, 1} con las operaciones
+10 1

010 1 010 O

1171 0 110 1

Recordemos la caracteristica de un cuerpo: es el menor niimero natural n tal que

n veces

——f—
1+1+---4+1=0.

Si no existe tal n, la caracteristica se define como 0 (como es el caso de Q, R y C). En el caso
de Ty, la caracteristica es 2.



Notemos que cualquier funcién f : F§ — F, para n € N, se puede describir por medio de
polinomios (los polinomios interpoladores). Més atin, estos polinomios se pueden tomar con
grado menor o igual a 1 en cada variable (porque z? = z para todo z, como se puede ver en
la segunda tabla).

Vedmoslo en un ejemplo. Supongamos que tenemos todas las asignaciones:

x | f(x)
(O, 0) (03]
(]_, 0) (65)
(0,1) | as
(1, 1) QY

Un polinomio en Fy[zy, 23] con grado a lo sumo 1 en cada variable es de la forma:
p(x) = a1 + Q21 + A3T9 + A4X1T2.

Podemos pensar en un sistema lineal con 4 ecuaciones y 4 incégnitas aq, as, az, as. O bien
pensar armar el polinomio interpolador de la siguiente manera: para cada punto P = (z7, z%),
considero el polinomio ¢ = (z1 + 27 + 1)(x2 + 25 + 1). Notemos que £(P) =1y {(Q) = 0 si
Q#P. Asi, p=ai(x1+1)(x2+ 1)+ agzi(xe + 1) + az(xy + 1)z2 + ayxi29. Para n variables,

si P = (..., 05,) vy &i = [] (2 + 2j; + 1), entonces p = > ayl;.
j=1 i=1

Ejercicios:
Trabajaremos en k = 5, el cuerpo de dos elementos.

Ejercicio 1 Sea M = (x1x4, xox3, x324), calcular su descomposicién primaria.

Ejercicio 2 Se consideran los ideales i1 = (x1 + 1,29 + 1, 23, 24), 12 = (x1, 20 + 1, 23,24 + 1),
i3 = (x1 4+ 1, o, 23 + 1,24), 1y = (x1 + 1,20 + L,xg + 1,24 + 1).

a) Calcular I = il N ig N ig N i4.

b) Calcular una base de Grébner de [ para el orden monomial lexicografico, con x1 > x5 >
Ty > T4.

c) Sea fy = x122(1 4 3)(1 + 24), reducir el polinomio fy con respecto a I.

Una aplicacién:

Se considera el siguiente modelo (hiper)simplificado de regulacién del metabolismo de la lac-
tosa en F. coli:

Cuando hay lactosa en el medio donde vive la bacteria, ésta tiende a producir una proteina,
la p-galactosidasa, que se encarga de producir glucosa a partir de la lactosa. Cuando en
el medio hay glucosa, se produce una proteina represora que impide la produccién de [-
galactosidasa. (Podemos decir que la bacteria consume la glucosa presente en el medio, sin
necesidad de producir S-galactosidasa que obtenga glucosa a partir de la lactosa.)

Hacemos la siguiente correspondencia:



r1 < glucosa

Ty < lactosa

r3 <> [-galactosidasa

x4 <> proteina represora.

Nuestras variables podran tomar dos valores: 0 si no hay (o hay demasiado poco) del
componente en cuestion, 1 si hay (“suficiente”). La funcién que describe la presencia o ausencia
de p-galactosidasa es:

h(x1, g, k3, 24) = xo(1 + 24),

que depende de x5 y 4.

Supongamos que no conocemos esta funcién y la queremos averiguar. Para esto contamos
con algunas mediciones obtenidas experimentalmente. Lo que se mide en el experimento es lo
siguiente: la presencia o ausencia de cada uno de los componentes en un cierto tiempo t, y la
presencia o ausencia de §-galactosidasa en el tiempo “siguiente” ¢ + ¢ (con € > 0). Contamos
con las siguientes mediciones:

x; a tiempo t | x3 a tiempo t 4+ ¢
(1,1,0,0) 1
(0,1,0,1) 0
(1,0,1,0) 0
(1,1,1,1) 0

Una primera pregunta que nos podemos hacer es de qué variables depende h. Llamemos S al
soporte de h, es decir, al conjunto de las variables de las que depende h. Notemos que, segin
las mediciones, h(1,1,0,0) = 1y h(0,1,0,1) = 0. Como los valores que cambiaron sélo son
los de xy y x4 y cambié la imagen, necesariamente h debe depender o bien de x1, o bien de
x4, 0 de ambas. Consideremos el monomio z1x,4. Haciendo el mismo analisis con los datos 1
y 3, y con los datos 1 y 4, obtenemos respectivamente los monomios xsx3 y x3xs. Armemos
el ideal M = (x1x4, xows, x374). Vale lo siguiente (tarea):

M C(S).

Si consideramos la descomposicién primaria minimal de M, M = ,61]% como M C (S) y (S)

es un ideal primo, para algin i va a valer p; C (S). Asi, del Ejercicio 1 sabemos que
o bien (x1,23) C (S), o bien (xq9,x4) C (S), o0 bien (z3,x4) C (S).

Es decir que no sabemos cudl es el verdadero soporte de h, pero lo que si sabemos es que
podemos buscar una funcién (polinomial, porque estamos trabajando en un cuerpo finito) que
interpole los datos de la tabla, y que solo dependa de x; y x3, o que solo dependa de x5 y de
x4, 0 que solo dependa de x3 y de x4. ;Las buscamos?

Consideremos primero alguna funcién polinomial f, que interpole. Siguiendo la cuenta
que hicimos més arriba, podemos considerar fy = z1z2(x3 + 1)(x4 + 1).

.. Cémo son todos los polinomios que interpolan los datos de la tabla? Son de la forma

f0+g7



donde g € I, I el ideal de los puntos de la primera columna de la tabla. Ese ideal se calcula
como en el Ejercicio 2 a):
I =191 NigNigMiy,

con ’L.l = <l’1 + 1,1‘2 + 1,%37$4>, ig = <ZL‘17ZL’2 + 1,5(]3,.%‘4 + ]_>, ’L.3 = <CL’1 + 1,I2,[E3 + 17ZE4>,
’i4 = <£L'1 + 1,?[)2 + ]_,Ig + 1,[134 + 1)

Ahora nos resta elegir un orden monomial apropiado, calcular una base de Grébner para [
con ese orden, y luego buscar el resto de dividir fy por esa base. jPero esto es lo que hicimos
en los ejercicios 2 b) y ¢)!

Mas ejercicios:

Ejercicio 3 ;Cuanto se parece el polinomio obtenido en el Ejercicio 2c) al que queriamos
obtener (h = z9(z4 + 1))? Utilizar otro orden monomial para obtener uno mas parecido al
que buscamos.

Ejercicio 4 ;Qué sucede si agregamos mas datos? Por ejemplo:

1 (1,0,0,0) [ 0|

Ejercicio 5 ;Cémo seria la tabla completa de datos? (jSuponiendo que todos se pueden
medir!)

Ejercicio 6 ;Qué datos conviene agregar al primer dato de la tabla original para obtener
rapidamente el soporte deseado?
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