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Prélogo

El ingreso a la Universidad constituye una fase importante en el desarrollo educativo y personal
de un individuo. Es un paso que abre puertas a nuevas oportunidades, experiencias y desafios.
Las diferencias entre la ensenanza en el nivel secundario y el universitario, propias de los obje-
tivos que cada nivel educativo persigue, requieren que las/os alumnas/os transiten un periodo
de adecuacién de sus estrategias de aprendizaje para incorporarse a los ritmos y exigencias del
nivel superior.

Con el objetivo de acompanar a las/os ingresantes en esta etapa inicial de su formacion
profesional, la Universidad Nacional del Sur ofrece, desde hace muchos anos, una serie de
cursos introductorios. En estos, no solo se revisan contenidos trabajados a lo largo del nivel
medio y necesarios para las primeras materias del nivel superior, sino que también se busca
desarrollar capacidades y habilidades que preparen a la/el estudiante para transitar su carrera
universitaria.

Las/os docentes actuamos como facilitadoras/es de esta transicién, brindando el apoyo
necesario para enfrentar esta nueva etapa y trabajando activamente en la formacién de la/del
estudiante universitaria/o. Por su parte, las/os ingresantes deberan asumir el compromiso que
este desafio conlleva, aportando esfuerzo y dedicacion para adquirir los conocimientos y habili-
dades iniciales para adentrarse en su carrera profesional. En este contexto, y teniendo presente
los cambios que enfrenta el ambito académico, el Departamento de Matemaética entiende la
necesidad de repensar los materiales didacticos ofrecidos a quienes toman los cursos introduc-
torios en esta disciplina, adaptando la propuesta de ensenanza a las nuevas realidades que nos
rodean.

Nuestro objetivo es que estas notas sirvan como un primer acercamiento a la formalidad
matematica, no solo en contenidos sino también en las formas de pensar, hacer y comunicar,
propias de esta disciplina. Por ello, sin imponer una rigurosidad excesiva en las definiciones y
demostraciones, presentaremos los conceptos utilizando una combinacion del lenguaje coloquial,
familiar para los estudiantes, y el lenguaje formal y simbdlico caracteristico de la matematica.
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Consideraciones generales

Cémo utilizar este material

El presente material se organiza en cuatro bloques tematicos:

e Bloque tematico 1: Aritmética
o Bloque temdtico 2: Algebra
e Bloque temético 3: Funciones

e Bloque temético 4: Razones trigonométricas

En cada uno de ellos, se presenta una revisioén tedrica de una seleccion de conceptos elemen-
tales de la matematica y sus propiedades. Cada bloque tiene a su vez distintas secciones y
subsecciones, que finalizan con una propuesta de actividades de seguimiento, agrupadas bajo
el nombre Revisemos lo aprendido. Estas actividades tienen por finalidad revisar si el lec-
tor comprendid los elementos béasicos presentes en los conceptos planteados. Son actividades
elementales, introductorias al trabajo practico, y no son suficientes para afianzar la revisién
de contenidos que aqui nos proponemos. Las actividades de seguimiento se complementan con
una propuesta mas extensa y profunda de ejercitacién, presentada al final del desarrollo de los
4 bloques tematicos. Se trata de un bloque final del material, bajo el nombre Actividades,
donde se distinguen las subsecciones correspondientes a cada bloque tematico revisado.

Diez claves para el éxito

No existen recetas magicas o universales que nos digan cémo estudiar para alcanzar los objetivos
que se nos proponen en cada etapa de aprendizaje. Aun asi, la experiencia nos permite enunciar
una serie de claves que, creemos, pueden ayudar en esta nueva etapa de sus vidas.

1. Buscéa entender més que memorizar.
2. No hay dudas irrelevantes. Preguntd todo lo que no entiendas.
3. Trata de relacionar los temas, esto garantiza aprendizajes integrados.

4. Nadie puede aprender por vos. Asegurate de ser capaz de resolver los ejercicios por tu
cuenta.

5. Intentd resolver ejercicios que te desafien. Prioriza resolver los ejercicios que no sabés
hacer o que te ayuden a aprender algo nuevo.

6. Para adquirir el entrenamiento necesario en matematica se necesitan horas de préctica,
hacer ejercicios, equivocarse y volver a intentarlo. Destind una cantidad de horas similar
a las horas de clase para estudiar por tu cuenta.

7. Leé la teoria antes de ir clase. Esto facilita la comprensién de la misma y permite realizar
mejores consultas.



8. Escribi, tomé notas y hacé resiimenes de los contenidos. El ejercicio de elaborar resimenes
y escribir, prestando atencién a lo que estas haciendo, fija las ideas de forma mas perma-
nente que la lectura y memorizacién para un examen.

9. Asisti a clase. En las clases circula informacién importante, y es alli donde las/os docentes
van marcando pautas y resaltando aspectos fundamentales que te guiaran en tu trabajo.

10. Acercate a tus companeras/os y busca formar un grupo de estudio. Estudiar en grupo (so-
cializar) favorece el intercambio de ideas, y brinda apoyo, acompanamiento y contencion.

Algunos errores que no tenés que cometer

En matemaética, hay ciertos errores muy habituales que suelen cometerse principalmente por
falta de atencién a lo que se estd haciendo. Te los contamos, y te proponemos que los tengas
muy presentes cada vez que te dediques a resolver ejercicios.

1. Respetda la jerarquia de las operaciones si no hay paréntesis que indiquen lo contrario.
Los mas y los menos separan términos.

3+5x2=(3+5)x2=16 — Asi nol!

2. No sumes términos que no sean semejantes.

20+ 3 =bx — Asi nol!

3. No distribuyas las potencias y las raices en sumas y restas.

(a+b?=a>+b% Va+b=+a+Vb — Nada de esto estd bien.

4. No simplifiques numerador y denominador si hay sumas o restas en ellos.

3+15 3+1¥ 343
544  B+4  1+4

Por favor no hagas esto.

5. No distribuyas un numerador cuando hay una suma o resta en el denominador.

2 2 2
- _Z_ = — Esto no estd bien.

7—10 7 10

6. Cuando simplifiques, las cosas quedan en el lugar que estaban.

1
( +:L11)—E 1) N ’T/F/r 1) =1 — Asi no se hace!!
T — o

7. El valor de a en una funcion cuadrdtica no se llama pendiente. Le podemos decir coefi-
ciente principal o coeficiente cuadrdtico.

8. Respetd el orden al resolver una ecuacion racional.
4 2

=2 — T = 1 — Asi no se hace!!

1



Conceptos transversales

Mencionamos a continuacion algunos conceptos generales que iran surgiendo de forma particular
en los distintos bloques tematicos de estas notas.

Demostraciones y contraejemplos

En matematica, cada vez que enunciamos una nueva propiedad de los conceptos que estamos
estudiando debemos demostrarla (esto es, probar que es verdadera). La demostracién es la
que le da validez a la propiedad. Para demostrar que una afirmacién es verdadera no alcanza
con mostrar algunos ejemplos que la cumplan, hay que probarla para todos los casos posibles
buscando alguna estrategia de demostracion. En estas notas daremos las demostraciones de
algunas de las propiedades que enunciemos, aquellas que ademas nos permitan mostrar de
manera sencilla las formas mas habituales de demostracion en matematica.

Destacamos dos formas de probar una afirmacién.

e Una opcidn es realizar una demostracion directa, a partir de algo conocido y aplicando
propiedades que son verdaderas (es decir, que ya fueron demostradas) llegar a verificar
la nueva propiedad. Esta estrategia es la que se usa al principio de la Seccién 1.3 al
demostrar la cuarta propiedad de las desigualdades.

e Otra forma muy comun de demostracion, es la que se conoce como demostracion por
el absurdo. En este caso se supone que la afirmacion que queremos probar es falsa y
luego, aplicando propiedades ya conocidas, obtenemos una afirmacién absurda. De esta
forma se concluye que la afirmacion inicial no podia ser falsa. Un ejemplo de demostracién
por el absurdo se presenta en la Seccion 2.3. Alli se enuncian las propiedades de las
desigualdades y se demuestra una de ellas usando esta estrategia.

Por otro lado, cuando una afirmacién es falsa, es suficiente mostrar un ejemplo para la cual
no se verifique. A estos ejemplos que permiten refutar una afirmacién se los llama contra-
ejemplos. En la Seccion 1.3, luego de presentar las reglas de signo para la multiplicacion, se
utilizan estas ideas para mostrar que no existe una regla de signo para la suma.

Resolucién de problemas y unidades de medida

En general al modelar problemas los distintos valores involucrados (coeficientes y variables)
tienen asociadas unidades de medida. En estas notas no vamos a estudiar este aspecto de
manera rigurosa, solo indicaremos en algunos casos las unidades de medida al inicio del problema
y al momento de dar las respuestas a las preguntas planteadas.

También, al trabajar con figuras geométricas en el plano cartesiano (como por ejemplo, el
tridngulo que determinan tres puntos dados no alineados) podemos estar interesados en calcular
su area o su perimetro para lo cual necesitamos una unidad de medida. Dado que en el plano
cartesiano no tenemos una unidad de medida particular, cuando la necesitemos vamos a usar
una unidad de medida genérica la cual indicamos u.m.

11



Notaciéon: lenguaje simbdlico

A continuacién presentamos algunos de los simbolos matematicos usados a lo largo de estas
notas, indicando su significado. La definicién, interpretacion y uso de cada uno de ellos se
explicard mas detalladamente a medida que los mismos sean utilizados a lo largo del texto.

Conjuntos numéricos

N conjunto de los nimeros naturales

Ny conjunto de los niimeros naturales incluido el cero
Z conjunto de los niimeros enteros

Q conjunto de los ntiimeros racionales

I conjunto de los nimeros irracionales

R conjunto de los nimeros reales

R*, R~ conjunto de los niimeros reales positivos o negativos respectivamente

R? plano cartesiano; conjunto de los pares ordenados (z,y), con x,y nimeros reales.

Simbolos asociados a conjuntos numéricos y sus elementos

> mayor que € pertenece

> mayor o igual que ¢ no pertenece

< menor que U  unién

< menor o igual que N interseccion

() conjunto vacio
Funciones

f:A— B funcién f definida de A en B, se lee “f de A en B”
f(a) funcién f evaluada en el elemento a, se lee “f en a”

Dom (f)  dominio de la funcién f
Im (f) imagen de la funcién f
Otros simbolos

tal que

12

aproximado

|| segun el contexto, estas barras pueden indicar:

la| valor absoluto del nimero a
|AB| medida del segmento AB

d(a,b) distancia entre a y b

A discriminante de la ecuacién cuadratica
(a,b)  dependiendo el contexto, esta notacién puede indicar un intervalo
o un punto en el plano, se aclara debidamente en cada situacion
implica

si, v solo si

=1

unidad de medida

v



Intervalos

Los intervalos son subconjuntos del conjunto de numeros reales que tienen una forma par-
ticular de expresarse. En la siguiente tabla presentamos los distintos tipos de intervalos, su
representacion en una recta numérica y su notacion de conjunto.

Intervalos | Notacién de intervalo | Notacién de conjuntos Grafica
Abiertos (a,b) {r:a<z<b} ﬁ
(~o0,a) fr:2<a) —
(a,+00) {x:2>a} 4(1_
Cerrados [a, D] {zra<a<b} ﬁ
(—00, 4] {z:z<a} a}
[a, +00) {z:2>a} [a
Semiabiertos [a,b) {r:ra<z<b} ﬁ
(a,b] {r:a<2x<b} Ea b}




Foérmulas geométricas

A continuacién recordamos las formulas de area y perimetro de algunas figuras geométricas,
que luego utilizaremos a lo largo de estas notas.

Figura geométrica Area (A4) 'y
perimetro (P)
h A=b-h,
Rectéangulo |
I, P =2b+2h.
b
A (B+0b)-h
Trapecio 2
P=B+b+a+c
b-h
A= —,
Triangulo 2
P=a+b+c
— 2
Circunferencia - A=mr,
Circulo P

vi
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Bibliografia y textos de apoyo

Los siguientes libros pueden ser ttiles como material de consulta de las distintas unidades.
Estos ejemplares se encuentran en la Biblioteca Central de la Universidad Nacional del Sur.
Algunos ejemplos y ejercicios de estas notas estan inspirados en otros que aparecen en esta
bibliografia.

o STEWART, J. y REDLIN, L. (2007). Precdlculo: matemdticas para el cdlculo (5ta ed.).
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Thomson Learning.

En el libro

e BOROCO, M. (2010). Funciones elementales para construir modelos matemdticos.
Coleccién “Las Ciencias Naturales y la Matematica”. Ministerio de Educacion - Instituto
Nacional de Educaciéon Tecnologica.

encontraran problemas de funciones de una variable real, en particular funciones lineales

y funciones cuadraticas. KEste material puede descargarse de forma gratuita desde la web
https://www.educ.ar/recursos/151449/funciones-elementales-para-construir-modelos-matematicos-
parte-1

Ademas, sugerimos consultar también las notas y ejercicios de los cursos de nivelacién de
anos anteriores, asi como sus examenes parciales y finales. Varias de las actividades propues-
tas en estas notas fueron tomadas de la “Guia de Ejercicios” del Curso de Nivelacién 2015.
Este material se encuentra publicado en la pagina web del Departamento de Matematica
(www.matematica.uns.edu.ar) en la seccién Ingresantes del Ment Principal.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.
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1 Aritmética

( Sintesis del bloque tematico \

En esta unidad revisaremos algunos conceptos vinculados al conjunto de los nimeros reales
(R). Estudiaremos:

1. Los subconjuntos de R: los nimeros naturales (N), los enteros (Z), los racionales (Q) y
los irracionales (I), operaciones entre ellos y algunas de sus propiedades.

2. La relacién de orden (mayor, menor 6 igual) entre elementos de R, la representacién en
la recta numérica y la nociéon de valor absoluto.

3. Las operaciones de potenciacion y radicacién, y sus propiedades.

4. Operaciones con radicales. La racionalizacion de algunos cocientes en los cuales aparecen
raices cuadradas en el denominador.

5. Nocién de logaritmo y notacién cientifica. Uso de la calculadora para aproximar ntmeros

k segun el contexto. )

1.1 Conjuntos numéricos

Con la letra R representamos al conjunto de los niimeros reales. Para indicar que a es un
nimero real, esto es, que a pertenece al conjunto de los niimeros reales, escribimos a € R.

Dentro del conjunto de los nimeros reales (R) podemos distinguir algunos subconjuntos
particulares.

1. Ntmeros naturales (N)
Esta familia de niimeros esta relacionada con dos procesos elementales: contar y ordenar.

e Los numeros ordinales o nimeros para ordenar: el primero, el segundo, el tercero,
etc. En simbolos, escribiremos

N={1,2,3,..}
e Los nimeros cardinales o nimeros para contar: ningun elefante, una tortuga, dos
abejas, tres perros, etc. En simbolos escribiremos
Ny ={0,1,2,3, ...}
Al contar, necesitamos incluir el cero, por ese motivo usamos el simbolo Ny

Podemos sumar y multiplicar nimeros naturales y el resultado va a seguir siendo un
nimero natural. También podemos resolver algunas restas y algunas divisiones. Podemos,
por ejemplo, resolver ecuaciones como

r+3=7 — z=4.

. Qué pasa ahora si queremos resolver la siguiente ecuacion?

r+5=2.



Bloque tematico 1. Aritmética

Encontramos que esta ecuacion no se puede resolver en el conjunto de los niimeros na-
turales. Es decir, no existe un ntmero natural x tal que si le sumamos 5 nos dé como
resultado 2. Esto motiva la definicién de un nuevo conjunto numérico en el que encon-
tremos la soluciéon de ecuaciones como esta.

Nimeros enteros (Z)

El conjunto de los niimeros enteros esta formado por los nimeros naturales (N), también
llamados enteros positivos (Z"), los enteros negativos (Z~) y el cero.

Simbdlicamente

Z=7 U{0}UzZ".

La suma, resta y multiplicacién de niimeros enteros da como resultado un niimero entero.
Incluso algunas divisiones de ntimeros enteros dan como resultado un nimero entero, pero
no todas. Por ejemplo si calculamos 5:2 no obtenemos un ntimero entero. Esto hace que,
como en el caso anterior, algunas ecuaciones no tengan solucién en el conjunto de los
numeros enteros. Por ejemplo,

ningin numero entero multiplicado por 2 da como resultado 5. Entonces, necesitamos
construir un nuevo conjunto numérico que incluya la solucién de ecuaciones como esta.

Numeros racionales (Q)
Los ntmeros racionales se forman a partir del cociente entre dos niimeros enteros.
Simbodlicamente

Q:{EER:m,nGZ,n#O}.
n

Ahora si, tenemos un conjunto con la propiedad de que la suma, resta y multiplicacién
de cualquiera de sus elementos (nimeros racionales) da como resultado un elemento del
conjunto (un ndmero racional). Ademds, la division de un nimero racional por otro
distinto de cero, da como resultado un nimero racional.

Puede ocurrir que el cociente entre dos niimeros enteros sea exacto (es decir, al dividir el
numerador por el denominador el resto es cero), como pasa con la fraccién

12
— =2
—6

En estos casos, el nimero racional también es un nimero entero.

También puede ocurrir que el cociente sea una expresiéon decimal no entera (el resto de
dividir el numerador por el denominador es distinto de cero). Estas expresiones decimales
pueden ser

o finitas:
3 11
- =0,75; —— = —1,375;
4 Y ) 8 ) ?
o periédicas puras:
7 ~ 23 —
§:2,333...:2,3; ﬁ:2,090909...:2,09;

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.



Bloque tematico 1. Aritmética 3

o periddicas mixtas:

7 - 35 -
~ =1,1666... = 1,16; 22 =1,02777... = 1,027
6 ) ) b 36 ) ) ?
21 ~
—p = 0ATT2I2T2. = —0,4772.

Vemos asi que todas las fracciones tienen una expresién entera o decimal. La pregunta
ahora es jcualquier nimero decimal se puede expresar como una fraccion? La respuesta
es NO. Existen nimeros decimales que no pueden expresarse como el cociente de niimeros
enteros. Ademads, no cualquier ecuacién que involucre coeficientes racionales tiene solucion
en los nimeros racionales. Por ejemplo,

2=5 6 10°=12.

Necesitamos extender el conjunto de niimeros racionales para incluir este tipo de ntimeros.

4. Nimeros irracionales (I)
Los ntumeros irracionales son aquellas expresiones decimales que no son ni finitas ni
periddicas. Estos nimeros no pueden expresarse como cociente de dos ntimeros enteros.
Por ejemplo,

7, V5, V3, 2+3m In3, logl2

son numeros irracionales.

La unién del conjunto de niimeros racionales con el conjunto de numeros irracionales
forma el conjunto de niimeros reales.

Tenemos asi el siguiente esquema

( ( N : Naturales
Z : Enteros ¢ 0: Cero
7~ : Enteros negativos
Q : Racionales Distintas expresiones decimales:

R : Reales Finitas
Racionales no enteros o
Periodicas Puras

Periédicas Mixtas

\ I : Irracionales

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.



4 Bloque tematico 1. Aritmética

Uso de calculadora

Hasta cierto punto, podemos usar la calculadora para identificar niimeros irracionales.
Por ejemplo, calculamos v/5 y la calculadora indica

VB —s 2,2360679775.

Como sus digitos decimales no presentan ningin patrén visible, y la calculadora nos
arrojé la mayor cantidad de digitos que puede mostrar, entonces sospechamos que este
nimero tiene infinitos digitos decimales no periédicos. En lo que trabajemos en estas
notas, cuando esto ocurra sera porque se trata de un nimero irracional.

El nimero 7 también lo encontramos en la calculadora y resulta

™ — 3,1415926536.

Este nimero tiene infinitos digitos decimales no peridédicos, por lo que se trata de un
nimero irracional.

Revisemos lo aprendido

Indicar a qué conjunto (o conjuntos) pertenece cada uno de los siguientes nimeros.

(a) 6, (e) 3 (h) —2,01,
(b) ~6 ’ .
(C) g, (f) 0, () _8_17

1.2 La recta numérica. Valor absoluto

Representamos graficamente el conjunto R en una recta numérica. A cada ntumero real le
corresponde un unico punto sobre la recta y a cada punto en la recta numérica se le asocia un
tnico nimero real. Ademés los nimeros reales estan ordenados. Los simbolos < (menor), >
(mayor), < (menor o igual) y > (mayor o igual) describen el orden entre los elementos de R.
Para cualquier par de nimeros a,b € R se verifica una, y solo una, de las siguientes relaciones

a=2>b, a<b, a>b.
En el siguiente grafico se muestra la ubicacion de algunos ntimeros reales en la recta.

~3,8 2 -2 o7 0B

N A
3 4

5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matematica. UNS.
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Vemos, por ejemplo, en este grafico que

23
-3,8< V2 y ™>

Presentaremos algunas propiedades de las desigualdades cuando estudiemos inecuaciones en la
Seccion 2.3.

El orden en R nos permite distinguir entre el conjunto de niimeros positivos (mayores que
0), que indicamos R*, y el conjunto de niimeros negativos (menores que 0), que indicamos
R~. Simbdlicamente,

Rf={a€eR:a>0} y R ={aeR:a<0}.

El primero de estos conjuntos se lee
“RT es el conjunto de los nimeros a en R tales que a es mayor que cero”.

Por ejemplo,
—3,8eR™, —V2eR, 0,75eR" y 7eR".

Ejemplo 1.2.1

1. Hallar y representar en la recta numérica todos los nimeros enteros mayores que —5
y menores o iguales que —1.

R S S S
-5 -4 -3 -2 -1 0

{—4, -3, =2, -1}

2. Hallar y representar en la recta numérica cinco nimeros racionales mayores que % y
menores que 2.

5 5 3 U

6 4 2 6
(21221 SRS S5 S S —
67747276 0 ngTT TZ

3. Expresar usando notaciéon de conjunto y representar en la recta numérica el conjunto
de todos los ntimeros reales menores que %. Esto es,

4 )
A= {a eER:a< —} '
3 0 .
Usamos el paréntesis en el extremo % para indicar que ese numero no pertenece al
conjunto A.

4. Expresar usando notacion de conjunto y representar el conjunto de los nimeros reales
negativos mayores o iguales que —3.

B={beR :b>-3} Hg ——
— 0
Usamos un corchete en el extremo —3 para indicar que este nimero pertenece al

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.



6 Bloque tematico 1. Aritmética

conjunto B y un paréntesis en el extremo 0 ya que 0 ¢ B. Observemos que este
conjunto también puede escribirse de la forma

B={beR:-3<b<0}.

5. Expresar usando notacién de conjunto y representar el conjunto de todos los niimeros
5 .
reales mayores que —3 y menores o iguales que 1.

C:{CERZ—2<C<1} (5 (') ]
-3 1
2

\ En este caso combinamos paréntesis y corchetes para indicar que —g ¢CyleC.

Los conjuntos A, B y C representan intervalos de la recta numérica. En notacion de
intervalo, se indican:

4 5
ao(cod)s Boper oo (-2

2 ~3,0) i
Recomendamos revisar la tabla de intervalos presentada en las Consideraciones generales,
ya que alli se resumen los distintos tipos de intervalos elementales que trabajaremos en estas
notas. Profundizaremos sobre estas representaciones de subconjuntos de R en la Seccién 2.3
cuando estudiemos inecuaciones.

Otro concepto relacionado con los niimeros reales es el de valor absoluto. El valor absoluto
de un nimero real se asocia con la distancia de dicho nimero al 0. Al valor absoluto de a € R
lo escribimos |a|. Asi,
12,7 =2,7 ytambién |—2,7=2,7.

Graficamente se observa que la distancia de ambos nimeros a 0 es la misma.

4 4 4
t t t

—2.7 0 2.7

La definicion formal de valor absoluto estda dada por

o] = a, si a=0,
—a, si a<0.

Para utilizar la definicion de valor absoluto debemos identificar si el nimero que tenemos
adentro del valor absoluto es mayor o igual que cero 6 menor que cero. En el primer caso,
simplemente sacamos las barras y el resultado es el mismo ntimero; en el segundo caso, sacamos
las barras y debemos agregar un signo negativo al resultado. Asi,

o |r| =m, ya que ™ >0,
o | =3 = —(—v3) = V3 ya que —/3 < 0.
El {nico ntimero real cuyo valor absoluto es cero, es el cero. Simbdlicamente se escribe
la|]=0 <= a=0,

y se lee: El valor absoluto de a es igual a cero si, y solo si a es cero.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.
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Revisemos lo aprendido

1. Representar en una recta numeérica los siguientes conjuntos de nimeros reales.
(a) Cuatro numeros racionales no enteros menores que —1.
(b) Todos los nimeros reales mayores que —% y menores o iguales a %
=Bl =1 =2, [ = (=DI.

(¢) Los nimeros |3

2. Completar la siguiente tabla con los elementos faltantes.

Notacién de conjun- Grafica

En palabras
tos

Numeros reales menores o
iguales que 4

{J:ER‘:Q:}%}

1.3 Numeros reales: operaciones elementales

Sobre el conjunto R se definen dos operaciones elementales: la suma (+) y la multiplicacién
o producto (-). La suma y el producto de dos nimeros reales es un numero real. Ademas se

verifican las siguientes propiedades:

(1) Asociativa. Sia, by c € R, entonces

(a+b)+c=a+b+c) y (a-b)-c=a-(b-c).

(2) Conmutativa. Si ay b € R, entonces

a+b=b+a y a-b=b-a.

(3) Distributiva. Si a, by ¢ € R, entonces

(a+b)-c=a-c+b-c y c-(a+b)=c-a+c-b.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.
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(4) Elemento neutro. Existen dos nimeros reales distintos, el 0y el 1, tales que para cualquier
a € R se verifica

a+0=a (neutro aditivo),
a-1=a (neutro multiplicativo).
(5) Elemento opuesto. Para cada a € R existe un tnico numero real llamado opuesto

(simétrico) de a, y lo escribimos —a, de forma que la suma de estos nimeros es el neutro
aditivo. Esto es,

a+ (—a) =0 (opuesto).

(6) Elemento inverso. Para cada nimero real a # 0 existe un unico nimero real llamado
inverso de a, que expresamos a~!, de forma que el producto de estos nimeros es el
neutro multiplicativo. Esto es,

a-a =1 (inverso).

Demostremos la propiedad (5) utilizando una demostraciéon por el absurdo (una de las
formas de demostrar una afirmacién, como se menciona en las Consideraciones generales).

Supongamos, por el absurdo, que el opuesto de a no es tnico. Es decir, existen dos niimeros
by v by distintos (by # bs) tales que

(Z+bl =0 y a+b2:0.
Entonces, restando ambas ecuaciones resulta
(a+b)— (a+by) =0-0.

Simplificando, obtenemos
bl - b2 = 0,

y de aqui resulta que
by = bs.

Esto contradice la suposicién de que by # by. Es decir, llegamos a un absurdo, el cual se produce
como consecuencia de suponer que hay dos opuestos distintos de a.

Conclusion: El opuesto de un ntimero real a es tnico. O

Observacion 1

Notemos que si a € R es positivo (es decir, a > 0) entonces su opuesto —a es negativo (esto es,
—a < 0). De la misma forma, si a < 0, entonces —a > 0. Simbdlicamente,

acRT = —aeR,
aceR™ = —acR",

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.
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A partir de la distincién entre ntiimeros reales positivos y negativos trabajada en la Seccién
1.2 tenemos las siguientes reglas de signo para la multiplicacién (y divisién).

(+H)-(H) =), (H)-=)=0),
=)= =0),  )-H)=0)

De esta forma calculamos, por ejemplo,
(—=30): 6 = —5, ——(=7)=—.

Podriamos preguntarnos si existe una regla de signo para la suma. Es facil observar que
la suma de dos nimeros positivos es siempre un ntmero positivo, y la suma de dos nimeros
negativos es siempre un nimero negativo. Esto es,

a>0y b>0 = a+b>0,
a<0y b<0 = a+b<0.

Ahora, jpodemos afirmar que la suma de un nimero positivo y un nimero negativo es siempre
un numero negativo? La respuesta es no. En otras palabras, la afirmacion es falsa. Como
mencionamos en las Consideraciones generales, para mostrar que una afirmacién es falsa
alcanza con encontrar un contraejemplo. En este caso tomemos un valor de a > 0, por
ejemplo, a = 3 y un valor de b < 0, por ejemplo, b = —1. Con estos valores obtenemos

=3 ositivo
® ‘ ) = a+b=3+(—1) =2 (positivo).

b= —1 (negativo)
Mostramos asi, con un contraejemplo, que la suma de un niimero positivo y uno negativo no es
siempre un nimero negativo. De la misma forma podemos mostrar que la suma de un nimero
positivo y uno negativo no siempre es un nimero positivo. Podemos considerar, por ejemplo,
un valor de a > 0, en particular a = 3, y un valor b < 0, por ejemplo b = —9, de forma que

=3  (positivo)

= +b=34+(-9)=-6 tivo).
b= —9 (negativo) } a ( ) (negativo)

De estas observaciones concluimos que no existe una regla de signo para la suma.

Observacion 2

Una particularidad del neutro aditivo 0 es que cualquiera sea a € R se verifica a - 0 = 0. Mas
aun, el producto de dos numeros reales es nulo si, y solo si, uno de ellos es 0. Simbdlicamente:

a-b=0 <= a=0 6 b=0.

Si bien definimos solo la suma y la multiplicacién de dos niimeros reales, también podemos
hablar de resta (—) y divisién o cociente (:). La resta no es otra cosa que sumar el opuesto
de un numero. De forma similar, la divisién es la multiplicaciéon por un inverso. De esta forma,

a—b=a+(=b) y a:b=a-b",

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.



10 Bloque tematico 1. Aritmética

y esta ultima operacion es valida siempre que b # 0. A menudo escribimos
a:b=—,
b

de forma que para el caso particular a = 1 resulta

= 1:b

S =

1-b~"  (definicién de divisién)

= bt (1 es elemento neutro multiplicativo).
Asi, por ejemplo,
1 2
54—3=544(-3)=24 vy ﬁ;5:\/§-5—1:\/§-g:g.
Para cualquier par de nimeros reales a, b, con a # 0 y b # 0, tenemos

(a-b)t=at bt y (a:b) " '=at:bl=b:a

Otra propiedad muy utilizada es
a-c

b-c b
valida para cualquier terna de nimeros reales a,b,c, siempre que b # 0 y ¢ # 0. Esto es
consecuencia inmediata del hecho de que = - 1 = x, para todo x € R. En efecto,

a-c

ee_a ¢
b-c b ¢ b b

Esta propiedad es la que permite, por ejemplo, simplificar fracciones. Asi

14 2.7 2

21 3.7 3
También esta propiedad la usamos al racionalizar expresiones como las que estudiaremos en la
Seccién 1.5.

Algo mas sobre niimeros racionales

Un mismo nimero racional tiene muchas formas de representarse. A estas distintas representa-
ciones se las llama fracciones equivalentes. Asi,

9 3 6 30
157 57 107 50
son fracciones equivalentes porque todas representan al mismo nimero racional. La propiedad
que nos asegura que todas estas expresiones corresponden al mismo nimero es la presentada al
final de la Seccion 1.3: dividiendo o multiplicando numerador y denominador por un mismo
nimero obtenemos fracciones equivalentes. Usando esta propiedad encontramos
9 3 2 6 3 x10 30

3
15 5 10’ 5 50

[k

3
d

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.
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y vemos asi que estas son todas fracciones equivalentes. Usando esta propiedad simplificamos

fracciones,
24 212 3 4 36 3 12 5 4

30 15 5 5 15 5
Para sumar (o restar) fracciones debemos buscar un denominador comin. Recordamos esta
operaciéon con algunos ejemplos:

2 2 6 4
o= —2==—=__
3 3 3 3
LT 3 143 u+s 17
2 4 4 4 4 4
2 3 4 15 4415 19
O —F-—=—F— =" =

5°2 10 10 10 10
La multiplicacién de fracciones se resuelve multiplicando numeradores entre si y denomi-
nadores entre si. Ademés debemos tener en cuenta que en algunos casos podemos simplificar
expresiones. Por ejemplo,

4 2 4-2 8
O =

37 3.7 21

5 5.3 5-3 5
o Z.3=2_27_°
6 6-1 2.3 2

La divisién entre fracciones la resolvemos multiplicando por el inverso multiplicativo. Esto es,
4 11 4 2 4-2 8

57275 11 5.11 55
15 9 15 2 15-2  3-5-2 5

<>_

8 2 8 9 8.9 2.4.3.3 12

Recordemos, a partir de ejemplos, cémo se resuelven algunas operaciones combinadas entre
nimeros racionales, y la manera correcta de simplificar las expresiones obtenidas.

Ejemplo 1.3.1

Resolvamos paso a paso algunas operaciones combinadas entre niimeros racionales.

e NIl e el

_2_6—35__ +29_—28+29_ 1
14 14 14 14
1+1 —3+4+1 -2
—1+371 § 3 ?
1 2+ 31 1+ r it e Tl
213 3 3
33 37 7 7 7

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.
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15
3 15 40 15 3 33 3 3-3 9
o _— = — ! — = — ¢ — = . = = —.
40 4 3 4 40 4 8.5 4-8 32
3
Notemos que en el segundo paso de este ultimo ejemplo habria sido un error simplificar
el denominador 4 con el numerador 40, y también seria erréneo simplificar el numerador

Q5 con el denominador 3.

Al resolver operaciones de suma, resta, multiplicaciéon y divisién entre nimeros racionales,
obtenemos siempre un numero racional, que ademads es un ntumero real, y en algunos casos
puede ser también un nimero entero o natural. Eso puede observarse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.2
El resultado del siguiente calculo,

4 1 6 3
-4

—47 L. _2 _
10

-0,3
5 4 ]

es un numero real que también es racional. Se trata de una expresion decimal finita. No
es un numero entero ni tampoco es un numero natural.

En el siguiente calculo obtenemos

14 ( 6 )1 14 7
— | —= =——:1==—-4
3 (=7) 36

es un numero real que también es racional y entero. Mas atin, es un entero negativo. No
@ un numero natural.

Revisemos lo aprendido

Resolver las siguientes operaciones combinadas sin utilizar calculadora e indicar a qué
conjuntos numéricos pertenece el resultado.

(a) 2—3-(4-2+38) (© 26+

o543 @ (B [

O |l

1.4 Potenciacién y radicacién. Propiedades

Sia € R yn €N, definimos la potencia n-ésima de a como

at=a-a- ... qa.
N————

n veces a

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matematica. UNS.
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El nimero a se llama base de la potencia y n es el exponente.
Sia,beRym,n N, tenemos las siguientes propiedades de la potenciacion.
(P1) a™™ =a™ - a"
(P2) a™™ = (a™)"
(P3) (a-b)"=a"-b"
(P4) (a:b)" =a™:b", si b#0
Sia # 0, extendemos la definicién de potencia para n = 0 y para potencias enteras negativas

a =1

\" 1
a "t = (a—l)" = (-) = —, paratodo neN.
an

Observacién 3: Signo de las potencias

Como consecuencia de la regla de signo para la multiplicacién, podemos dar una regla para la
potenciacién.

e Si a > 0 entonces a™ > 0 para todo n natural.

e Si a < 0 entonces hay dos posibilidades: a'™ < 0 si n es impar 6 a™ > 0 si n es par.
Por ejemplo,

©24=2.2.2.2=16,

y esto ilustra que

base positiva ——  resultado positivo,

o (-1)°=(=1)- (=1)-(=1) - (=1)- (=1) - (=1) = 1,

positivo positivo positivo

y esto ilustra que

base negativa y exponente par —  resultado positivo,

positivo

y esto ilustra que

base negativa y exponente impar —  resultado negativo.

Ejemplo 1.4.1

Aplicando propiedades podemos simplificar las siguientes expresiones.
o 24'2—3_5'(24)4: 5'24—3.244: 5'21—&-16: 5'217

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.
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57-(2-5)%  5%.24.5% 165

= p 5= 16 -583 =165

<

2 (—14)7 P (=2-7) (=) 2737
(10-2)3.5* — (2.5)6.54  2°6.5°6.54
72—3 . 2—3+6 7—1 . 23 23 . 52

\ - T 5614 52 7

Para a € RT y n € N, definimos la raiz n-ésima (principal) de a como el nimero real
positivo b que verifica

Va=0b si " =a.
El valor n se llama indice de la raiz.

Si a = 0 tenemos /0 = 0 para todo n € N, ya que 0" = 0 para n € N. Si a < 0 solo existirg
una raiz real n-ésima para valores de n impares. Si n es par, resulta que b es positivo para
todo b # 0 (ver la Observacién 3) y por lo tanto, no existirdn raices reales con indice par de
nuimeros negativos. Veamos a partir de algunos ejemplos las distintas situaciones presentadas.

e Sin es impar la raiz real de a existe y tiene el mismo signo que a. Por ejemplo,

V27 =3 pues 3° =27,
V=32=-2 pues (—2)°=-32.

e Sin es pary a es positivo, la rafz existe y es positiva. Por ejemplo, v9 = 3 ya que 32 = 9.

e Sines pary a es negativo no existen raices reales de a. Por ejemplo, no tenemos solucion
real para v/—16 ya que no existe b € R tal que b* = —16.

Observacion 4

De la definicién de raiz n-ésima resulta que, si n es par, V/a™ = |a|. Por ejemplo, para a = —3

yn=2,
V(=32 =v9=3=|-3]|

Sia,b € Rt y mn,s € N, entonces se verifican las siguientes propiedades de la radi-
cacién para reales positivos.

(R1) Va-b= Va¥b
(R2) Vam = (/)"
(R3) {/Va= "a

(R4) "Vams = fam

Si a < 0, las propiedades anteriores son validas solo si consideramos indices n y s impares.
Esta restriccion de indices permite asegurar que cada una de las raices existira.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matematica. UNS.



Bloque tematico 1. Aritmética 15

Ejemplo 1.4.2

Combinando las propiedades (R1) y (R4) podemos calcular
(O <2)2 - (2)3'3 RGENORE
)
2 2
/ / (B4 =

Notemos que no podemos proceder igual si en lugar de % tenemos —%. En tal caso, el primer
factor no tendria solucién real y en el segundo factor no se puede aplicar la propiedad en
forma directa pero se puede calcular la raiz. Esto es,

9
6
< (——) no tiene solucion en R

A e G-

El resultado de un célculo que involucra potencias y raices puede ser un nuimero natural,
entero, racional o irracional o no existir en R como lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.4.3

I

— encontramos como resultado un nimero real que también es racional.

5 1 5 1
4 _2 -2 Y _ Q/_ v 4 .
N \/( T 116 V16

— no es posible resolver este célculo en R.

-G R

— encontramos como resultado un numero real e irracional.

o 2%3—(%/5;_1)_1:2\/3—(2\@—1):1

— es un numero real que también es racional, entero y natural.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matematica. UNS.
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—\/53—2\/—(—2)3—22 :—\/125—2 — /125 - 2B =
= /125 —2V4 =125 2"

\ — es un numero real que también es racional y entero.

A partir de las definiciones de potenciacién y radicacion presentadas definimos la potencia

de exponente racional:
= Vam = (a)™.

Cuando usemos esta notacién (es decir, esta forma de escribir las raices como potencias frac-
cionarias) vamos a estar considerando la base a € R;a > 0y m,n € N.

m
n

a

Podemos extender la definicién anterior para exponentes racionales negativos:
1

m -
n

a

Las propiedades de la potenciacién (P1), (P2), (P3) y (P4) son vélidas para potencias de
exponente racional siempre y cuando todos los términos existan.

Ejemplo 1.4.4

Si las bases son positivas, entonces todas las propiedades de potencia son validas para
cualquier exponente racional.

(3*1)% .v/3 .53 B 3*1'(*3 .33.55 3its.5s
(5t \4@)% 5tz . 3% 52. 31

— 3%~

w
N[N
[
i
D=
|
Al
(@)
[S][e)
S
i
w
D=
i
D=
!
s

Si alguna base es negativa, podemos usar propiedades siempre que el denominador del
exponente racional sea impar.

Revisemos lo aprendido

1. Resolver las siguientes operaciones sin usar calculadora.
(a) =6-372—(=5)"-[-9: (=3)]

) (3% - [(=2)*] + (-5?)

2. Resolver cada calculo aplicando propiedades, e indicar a qué conjuntos numéricos
pertenece el resultado.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matematica. UNS.
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1.5 Operaciones con radicales. Racionalizacion

Dentro del conjunto de los niimeros irracionales (I) encontramos nimeros como
V2, V5, 2V3.

Recordamos, a continuaciéon, coémo se resuelven operaciones con ellos.

Para sumar (o restar) ntmeros algebraicos debemos buscar un radical comun si es que lo
hay, si no, la expresion queda como estaba. Por ejemplo,

©V2+V3=V2+43
o V2+3vV2 =42
o V3241200 = V22222 + /22522 = 2.2v/2 + 2.5v/2 = 4y/2 + 10v/2 = 141/2

En este tdltimo caso, factorizamos los nimeros dentro de cada raiz, y usamos la propiedad de
la radicacién (R1).

Para multiplicar y dividir radicales puede usarse la propiedad distributiva. Por ejemplo,

o V182 =1182=V36=6
o V18:v/2=1/18:2=v9=3
o 24243 =2423=2V6

o 5.4/2.3v/3 =5.3.4/2.3 = 15V6

En ciertas expresiones en las que intervienen raices es conveniente transformar el numerador
o el denominador en un nimero entero o racional. A este proceso lo llamamos racionalizacion.

Antes de mostrar cémo racionalizamos, recordemos dos férmulas, que estudiaremos con
mas detalle en el siguiente bloque tematico, pero que son de utilidad en estos casos. Ambas se
demuestran aplicando la propiedad distributiva.

e Cuadrado de un binomio.

(a+0)*>=(a+0b)-(a+b)=a*+2ab+ b

e Diferencia de cuadrados.

(a+b)-(a—0b)=a®— b

Los siguientes ejemplos muestran como racionalizar expresiones simples en las que tenemos
solo una raiz cuadrada en el denominador.

66 Vi o o
vy v A AL

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.
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J2-V13_ (2-VI3)-v3 _ 2V3-VI13-3  2V3- V39
V3 VBB 3 N 3

3 2 3+v2 34++vV2 2 3V2+2 3 2 1 1
34V2_34VE_ 342 V23V NIEIEN 6L

VIS V32 32 V2 6 6
Es importante recordar que al multiplicar por un mismo nimero el numerador y el denomi-

nador de una expresién racional, esta expresion no cambia. Vimos esta propiedad en la Seccién
1.3, antes del apartado Algo mas sobre niimeros racionales.

Ahora, ;jcomo cambia la situacién si la raiz del denominador es ctbica? Si bien en las
actividades solo se racionalizaran raices cuadradas, presentamos este ejemplo a modo ilustrativo
dado que la estrategia es similar a la presentada en el caso anterior. Para que una raiz cibica
se simplifique debemos multiplicar numerador y denominador por el cuadrado de dicha raiz.

5+V5 (5+V5)'(5’/§)2:5-ﬂ+¢5-€/1
A

Ejemplo 1.5.1

Veamos ahora dos casos en los que tenemos en el denominador una suma (o resta) con
raices. La estrategia es la misma en ambos casos: obtener una diferencia de cuadrados en
el denominador.

3v2—-1  (3vV2-1)-(vV2+2)

" V2-2  (V2-2)-(V2+2)
3(v2)2 = vV2+2-3/2 -2
(vV2)? - 22
_ 6+5V2-2
B 2—4
4452 5
= ———=-2-3V2
N V3—v2  (V3-V2)-(V3-V?2)

VB+V2 (V34 V2) - (V3-V2)
(v3)* —2v3- V2 + (v2)?
(V3)2 = (v2)?
3—2v6+2
3-2

\ = 5—2v6.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matematica. UNS.
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Revisemos lo aprendido

1. Efectuar las siguientes operaciones e indicar a qué conjuntos numéricos pertenece el
resultado.

() —2VE + 472 — 53 ¥ _\/5_5_2( ﬁ)

33— —
2

(b)

2. Racionalizar las siguientes expresiones.

V2 -1 23 —V/2 V3+1 32

NG (b) /18 (d) ——=

(a) N W

1.6 Logaritmos, aproximaciones y notacion cientifica

Calculo de logaritmos. El nimero e.

Cuando presentamos los nimeros irracionales en la Seccién 1.1, pusimos como ejemplos
nimeros que se obtienen a partir del célculo de logaritmos. Si bien este no es un tema que
abordaremos con detalle en este curso, recordemos la definicién

log,b=c <= a°=0.
Esto se lee: el logaritmo en base a de b es ¢ si y solo si a elevado a la ¢ es b. FEntonces

tenemos:

o log, 8 = 3, pues 2% = 8.

o log;o 100 = 2, pues 102 = 100.

Cuando escribimos In en lugar de log, estamos considerando como base el niimero irracional
e. A este logaritmo se lo llama logaritmo natural. Asi, por ejemplo,

1 1
Iny/e = log, Ve = 5 porque e2 =+/e.

Uso de calculadora

En la calculadora, asi como tenemos teclas para calcular raices, encontramos una tecla
para calcular logaritmos en base 10 (tecla log) y otra para logaritmos naturales (tecla in).
También existe una tecla para calcular potencias de e (tecla e, o Exp, dependerd de las
calculadoras). En algunas calculadoras, para obtener el nimero e hay que calcular la
potencia e'.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matematica. UNS.
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Numeros y aproximaciones

En algunas situaciones, necesitamos aproximar niimeros para hacer los cdlculos mas manejables,
para comparar cantidades, comunicar un resultado de manera efectiva y reflejar la realidad. Por
ejemplo, es méas claro decir
Aproximadamente, hay 8 mil millones de personas en el mundo,
que decir
Hay 7.901.236.146 personas en el mundo.

También, si se comparan dos precios, puede ser mas util redondear los niimeros para ver clara-
mente cual es mayor o menor.

Ademsds, en el mundo real, rara vez se puede medir o calcular algo con precision infinita.
Por ejemplo, si queremos comprar varillas de madera para armar la estructura de la figura, el
Teorema de Pitagoras nos indica que cada varilla de las diagonales debe medir

l

1m

(=V124+12=+2m

1m

Claramente, no podemos cortar una varilla de esa longitud exacta. Necesitamos un valor
aproximado. Asi, la aproximacion de nimeros refleja mejor la realidad de las mediciones y los
calculos practicos.

Para aproximar ntimeros racionales o irracionales se pueden truncar las cifras decimales o
redondear el nimero. Recordamos estos dos procedimientos a partir de un ejemplo concreto.

Realizamos la division 147 : 64 = 2,296875, y a la expresién que obtenemos la llamamos
expresiéon decimal del nimero. Para aproximar el resultado a los centésimos, esto es, el
segundo lugar después de la coma decimal, podemos

e truncar (esto es, borrar) los restantes decimales, obteniéndose

2,296875 —» 147 : 64 ~ 2,29.

e redondear, resultando
2,296875 — 147 : 64 ~ 2, 30.

Al redondear a un cierto digito, si el decimal que sigue (en este caso el 6) es mayor o igual
que 5, al digito se le suma 1; si es menor, el digito queda igual.

De la misma manera, podemos aproximar los siguientes ntiimeros reales.

o Redondear a los milésimos el nimero In(3) = 1,098612289... dard como resultado 1, 099.

o Truncar a los milésimos el nimero log(12) = 1,079181246... dard como resultado 1,079.

Observar que, para el tiltimo nimero, redondear o truncar a los milésimos nos da el mismo
resultado debido a que el cuarto decimal es menor a 5.

Como se explico anteriormente, las aproximaciones son esenciales para comunicar los resul-
tados de problemas en contextos reales, como los de la vida cotidiana. A continuacién, veamos
el siguiente ejemplo.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Bloque tematico 1. Aritmética 21

Ejemplo 1.6.1

Un alimento para mascota tiene el 26,4% de proteina. Si servimos una racién de 154 gramos
jcuantos gramos de proteina tendrd?

Para calcular los gramos de proteina que tendra la racion debemos calcular el 26,4% de

154 gramos. Esto es,

26,4
154 - —— = 40, 656.
100 ’

Asi, podemos decir que 154 gramos de alimento contendran aproximadamente 41 gramos

Qe proteina.

Revisemos lo aprendido

1. Utilizar la calculadora para obtener la expresion decimal de los siguientes nimeros,
escribirlos utilizando redondeo a los centésimos.

(a) log(28) (b) (2,4)° (c) /2 (d) 37

2. Utilizar la calculadora para obtener la expresion decimal de los siguientes nimeros,
escribirlos utilizando truncamiento a los centésimos.

(a) 2v/3 3 (c) In(8) (d) €

3. Ordenar en forma creciente los nimeros obtenidos en los ejercicios anteriores.

4. Si el mes pasado el precio del arroz era de $3475, 25 y para el mes proximo se estima un
aumento del 15%. ;Cudl serd el nuevo precio? Redondear el resultado a los décimos.

Notacion cientifica

La representaciéon en notacion cientifica de un niimero no nulo tiene la forma
a x 10°

donde a es un nimero formado por su signo (+ o —) seguido de un valor entre 1 y 10 (puede
ser 1 pero no llega a ser 10), y b es un nimero entero. Veamos los siguientes ejemplos:

© 331.000 = 3,31 x 10° — a=3,31yb=5,
6 15.000=1,5x 10" — a=1,5yb=4,
6 —0,001002 = —1,002 x 10~ — a=—1,002y b= —3,

o 0,00007628 = 7,628 x 107 — a=7,628 y b= —5.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matematica. UNS.
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Observemos que las potencias positivas de 10 nos permiten expresar cantidades grandes (ma-
yores que 1), y las negativas se utilizan para representar cantidades chicas (menores que 1).
Para representar un niimero en notacion cientifica, llevaremos la coma decimal inmediatamente
después del primer digito no nulo.

Como dijimos, todas las cantidades, cuando las escribimos en notacién cientifica, se expresan
como un numero multiplicando a una potencia de base 10. La clave es: ;Por qué multiplicamos
por una potencia de base 109 Porque multiplicar por una potencia de base 10 nos permite
desplazar la coma:

e Hacia la derecha (—), cuando el exponente de la base 10 es positivo.
¢ 75 x 10 =750 (corremos la coma de 75,0 un lugar hacia la derecha)
o 75 x 100 = 75 x 102 = 7500  (corremos la coma de 75,0 dos lugares hacia la derecha)
© 35,69 x 10 = 356,9  (corremos la coma un lugar hacia la derecha)

& 35,69 x 100 = 35,69 x 10? = 3569  (corremos la coma dos lugares hacia la derecha)

e Hacia la izquierda («+—), cuando el exponente de la base 10 es negativo.
o 75 x 107t =75:10=7,5 (corremos la coma de 75,0 un lugar hacia la izquierda)
o 7T5x 1072 =175:100= 0,75 (corremos la coma de 75,0 dos lugares hacia la izquierda)
o 35,69 x 1071 = 3,569  (corremos la coma un lugar hacia la izquierda)
o 35,69x1072 = 35,69 : 100 = 0,3569  (corremos la coma dos lugares hacia la izquierda)

Uso de calculadora

Las calculadoras tienen un modo que permite trabajar con ntimeros expresados en no-
tacion cientifica. Su activacién y uso dependen de la calculadora, por lo que sugerimos
buscarlo e intentar usarlo para familiarizarse con la herramienta.

De todas formas, sin usar este modo particular, es posible hacer operaciones entre
nimeros en notacién cientifica simplemente ingresandolos como los vemos. El resul-
tado no estara dado en notacion cientifica, por lo que habra que convertirlo si eso se
desea. Por ejemplo, si ingresamos en la calculadora 5 x 10* + 10°, resulta

5 x 10* + 10° = 150.000.

Este resultado, en notacién cientifica es 1,5 x 10°.

La notacién cientifica es de utilidad para resolver o comunicar la solucién de algunos pro-
blemas. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.6.2

Sabiendo que el peso aproximado de un dtomo de oro es de 3,27 x 10~%2 gramos. ;Cudntos
miligramos pesan 1.000.000.000.000.000 atomos?

Para poder dar la respuesta, debemos multiplicar el peso de un atomo de oro por la
cantidad de atomos que nos preguntan el peso, esto es,

3,27 x 10722 .1.000.000.000.000.000 = 3,27 x 10722 .10 = 3,27 x 1077

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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\ Respuesta: Esa cantidad de dtomos de oro pesa 3,27 x 10~7 gramos.

Revisemos lo aprendido

1. Expresar los siguientes niimeros usando notacion cientifica.

(a) 19.000 (b) 0,002 (c) 0,351 (d) 750.000

2. Pasar los siguientes nimeros a notacién decimal.

(a) 5,64 x 10* (b) 1,52 x 1072 (c) 5,512 x 10>  (d) 2,25 x 1072

3. La cantidad normal de glébulos rojos en una persona adulta es entre 2 x 10% y
2,6 x 10'3. Florencia se hizo un andlisis de sangre y detectaron que tiene 4 millones
y medio de glébulos rojos por cada milimetro cibico de sangre. Suponiendo que
Florencia tiene 5 litros de sangre, jestan sus glébulos rojos dentro del rango normal?
(Nota: 1mm? =1 x 1079 litros).

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matematica. UNS.






2 Algebra

( Sintesis del bloque tematico \

En esta unidad vamos a estudiar distintas expresiones algebraicas y algunas operaciones
definidas entre ellas. Los principales conceptos que desarrollaremos son los siguientes.

1. Definicién de expresién algebraica y operaciones elementales (suma, resta y multipli-
cacién).

2. Factorizacién y simplificacion de expresiones algebraicas.
3. Polinomios: elementos (grado, coeficientes, raices), operaciones, regla de Ruffini.

4. Resoluciéon de distintos tipos de ecuaciones e inecuaciones.

\ 5. Planteo y resoluciéon de problemas usando ecuaciones e inecuaciones. }

2.1 Expresiones algebraicas. Operaciones

Las expresiones matematicas en las cuales se combinan ntmeros, letras y operaciones se de-
nominan expresiones algebraicas. Una expresion algebraica permite expresar una relacion
o una operacién entre distintos valores numéricos pero de manera general. Las férmulas, las
ecuaciones y los polinomios se presentan a partir de expresiones algebraicas. Por ejemplo,

2ab® — 3a + b*

es una expresién algebraica. Los nimeros 2, —3 y 1 son los coeficientes de los términos ab?,
a y b?, que forman la parte literal de la expresion.

Las expresiones algebraicas nos permiten formalizar (esto es, expresar en lenguaje matemético)
expresiones dadas en lenguaje coloquial. Para esto, los elementos claves en la expresion colo-
quial los representamos con letras, y las operaciones mateméticas nos permiten expresar las
relaciones entre ellos. Por ejemplo, en la frase

El70% de las exportaciones del pais corresponden a granos.

Podemos llamar F a la cantidad de exportaciones, y asi representar matematicamente

70

70% de las exportaciones —> 100

Usamos el simbolo «— para indicar que asociamos la expresion coloquial con la expresion
simbodlica. Si ademés llamamos G a la cantidad de granos que se exportan, la frase dada en
forma coloquial puede expresarse matematicamente como la igualdad

70

—F =(.
100

25
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Este tipo de expresiones coloquiales aparecen en los enunciados de problemas, por lo que es de
gran importancia entender la informacion dada en lenguaje coloquial y saber transcribirla al
lenguaje simbodlico para un adecuado planteo matematico de las situaciones que se nos presenten.
La siguiente tabla muestra mas ejemplos de como asociar ciertas expresiones coloquiales con
expresiones matematicas.

Asociacion
Lenguaje coloquial Lenguaje simbolico | parte literal +— objeto
1 .
La tercera parte de los votantes gv v: cantidad de votantes
El siguiente de un ntimero entero k+1 k: nimero entero
Tres niimeros naturales consecutivos n,n+1,n+2 n: numero natural
El triple de un nimero real 3x x: numero real

En una expresion algebraica, llamamos términos semejantes a aquellos términos que
tienen las mismas letras con las mismas potencias (es decir, la misma parte literal). Asi, 4pg®
y —2¢®p son términos semejantes, mientras que —2ab? y 3a*b no lo son.

La suma de dos expresiones algebraicas se realiza sumando los coeficientes de los términos
semejantes. Asi, por ejemplo,
32%y% — 82%y® = —5a?y’,
y para mas términos hacemos

3a:y2 — y3 + 4y3 — 6:zcy2 = 3:13y2 — ny2 — y3 + 4y3

= —3ay? + 3y°.

Algunos ejemplos mas:

o 2ab + ab + 3ba — 6a*b = —4a®b + 4ab,
ol—a2y+2x—-3+4r — oy = -2 — 22y + 6x.

La multiplicaciéon de expresiones algebraicas se realiza aplicando la propiedad distribu-
tiva, haciendo uso de las propiedades de la potenciaciéon y por tdltimo sumando los términos
semejantes. Asi, por ejemplo,

—ba(a —2b) = —ba-a+ (—ba)- (—2b)
= —5a”® + 10ab,
y para expresiones de dos términos, hacemos
(3a—b)(4da+b) = 3a-4a+3a-b+ (—b)-4a+ (=b)-b
= 12a* + 3ab — 4ab — b
= 12a° —ab —b*.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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En los ejemplos anteriores usamos el punto como simbolo para hacer explicita la operacion
de multiplicacion. En general este simbolo no se utiliza, como vemos en los siguientes ejemplos:

o (2zy +3)* = 2wy + 3)(2xy + 3) = 42°y* + 6y + 6oy + 9 = 42’y + 120y + 9,

o (b— 3ab) <2a + ;) = 2ab + gb — 6a*b — gab = —gab + gb — 6a’b,

o (2% 4 2y)(y — 32?) = 2%y — 32t + 2y — 62%y = —bxy — 32" + 29%
Revisemos lo aprendido

1. Leer la siguiente informacién. Para los elementos que sea posible, dar una expresion
simbolica, eligiendo adecuadamente letras para representar los objetos involucrados.

(a) Este ano, la recaudacion de fondos fue el doble de la del anio pasado.

(b) En la clase de Historia Contemporénea, dos tercios de las mujeres y la mitad de
los hombres estéan estudiando algtin idioma.

(c) El promedio entre tres niimeros se calcula como la suma de los mismos dividida
por 3.

(d) La velocidad media a la que se trasladé un vehiculo se calcula como la distancia
recorrida dividida por el tiempo que le llevé recorrerla.

2. Resolver las siguientes sumas y multiplicaciones entre expresiones algebraicas, apli-
cando la propiedad distributiva, propiedades de la potenciacion y agrupando todos
los términos que sea posible.

_ _ 1
(a) 2a 4C;b+a1 3“12“5 (d) (3 >(§+x)+—x2

2 2
(b) 3xy—§x+§:c—§xy N

(c) a(a —3) —5(2a — a?) (e) (a: + g) - 5oz =1)

Factorizacion

Factorizar una expresion algebraica consiste en expresarla como producto de nuevas expresiones
mas simples. En esta seccién presentamos solo algunos casos de factorizacion. A medida
que avancemos con la revisién de contenidos, veremos otras herramientas que nos permiten
factorizar una expresion algebraica.

1. Factor comin.

En la expresién ab? + 2a%b? — 3ab?, el factor ab? aparece en todos los términos, por lo que

podemos expresar
ab?® + 2a*b* — 3ab® = ab® - (1 + 2a — 3b).

En el siguiente ejemplo, el factor comtin es 2a%b

2a°b — 6a*b* + 8a’b* = 2a*b - (a — 3b® + 4ab).

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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2. Trinomio cuadrado perfecto <— Cuadrado de un binomio.

La forma general de un trinomio cuadrado perfecto es
a® + 2ab + b* = (a + b)%.
Verificamos que estas expresiones son equivalentes aplicando propiedad distributiva
(a+b)*=(a+b) (a+b)=a>+ab+ba+b*=a®+2ab+ V.

Por ejemplo, podemos factorizar los siguientes trinomios,
o 4z — 122 +9 = (2z — 3)?,
o 2522yt + 10xy? + 1 = (5ay? + 1)%

Sin embargo, el trinomio m? — 2mn + 9n? no es un trinomio cuadrado perfecto.

3. Diferencia de cuadrados <— Suma por diferencia.

La forma general de una diferencia de cuadrados es
a>—b*=(a+b) (a—1b).
Veamos que efectivamente estas expresiones son iguales
(a+0b)-(a—0b)=a* —ab+ba —b* = a® — b

Por ejemplo, podemos factorizar
o 2522 —y* = (bx +y) - (br —y),
©3-p"=(V3-p)(V3+p).

Revisemos lo aprendido

1. Reconociendo el factor comin a todos los términos de cada expresion, factorizar las
siguientes expresiones.

(a) 9a® + 3a® (c) 5a*b* — 10a°b* + 15a°b°
¥ 2 9z 5 1 1

b - - el d R T U ) [P

<)4+4+16 ()an 2mn—|—8mn

2. Expresar los siguientes trinomios como cuadrado de un binomio.

(a) 22+ 10z + 25 (b) ¢* — 6pgq + 9p* (c) 4y* +9 — 122

3. Factorizar las siguientes diferencias de cuadrados.

(a) ‘7‘:2 -9 (b) y2 —25 m2 (C) 144]76 o %q4

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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2.2 Ecuaciones

Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones algebraicas en las que aparece un valor
desconocido llamado incégnita. Resolver una ecuacion significa encontrar, si existe, el valor
de esta incognita, es decir, un valor real que hace verdadera la igualdad. Por ejemplo, 3z = 18
es una ecuacion con incégnita x. Su solucion es x = 6 pues si reemplazamos x por 6 obtenemos
la igualdad 3 - 6 = 18.

Las ecuaciones pueden no tener solucion, o bien tener una, varias o infinitas soluciones.

Al resolver ecuaciones, hablamos de despejar la incdgnita, y al decir esto entendemos que
pasamos numeros de un lado al otro de la igualdad usando operaciones inversas: si un numero
esta multiplicando, lo pasamos dividiendo; si un nimero esta restando, lo pasamos sumando.
Este lenguaje informal que usamos para recordar el método de resolucion, se fundamenta
matematicamente. Lo que hacemos al resolver una ecuacién es aplicar propiedades de los
niumeros reales. Dos de ellas son

(1) Propiedad uniforme de la suma. Sean a, by ¢ € R, entonces

a=b < at+c=b+ec.

(2) Propiedad uniforme de la multiplicacion. Sean a, b, ¢ € R, ¢ # 0. Entonces

a=1b <— a-c=b-c.

Asi, por ejemplo,
e La primera propiedad nos permite resolver

a b a c b c
—~ = A= —~ N AN
r+7= 2 <<= z+7+(-7)= 2 4+ (-7) <= z=-5.

Esto es lo que informalmente nombramos como: dado que 7 estd sumando, pasa al otro
lado restando. Mateméaticamente, lo que estamos haciendo es sumar —7 a ambos miembros
de la igualdad.

e La propiedad de monotonia del producto nos permite resolver

a b a c b c
A~ = AN TS A~ 10 5
6r = 10 < fr -6 ="10 - 67! — r=F =3

Esto es lo que informalmente nombramos como: dado que 6 estd multiplicando, pasa al
otro lado dividiendo. Matematicamente, lo que estamos haciendo es multiplicar por el
inverso de 6 a ambos miembros de la igualdad.

Estos procedimientos no son mas que la justificacion formal de lo que habitualmente se hace al
resolver ecuaciones.

Ejemplo 2.2.1

Veamos tres ejemplos que ilustran las distintas situaciones que podemos encontrar.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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1. Resolviendo la siguiente ecuacion obtenemos

223 +5
2(1-52%) =
(1-52%) -
2 5!
2—-102° = Za*+ -
T 791: —1—7
5 2
2—? = 10x3+?1:3
9 72
7 - 77
9 7 X
72 T 7
1
- = g3
8

El inico nimero real que elevado al cubo da como resultado % esT = % Encontramos
asi que esta ecuacion tiene una tinica solucion en R.

2. Al operar algebraicamente sobre la siguiente igualdad

2($—;)+11‘ = 7—§(4—:1:)

2 2
1 5
2r — —r = 7—-1 —
T 3+2:v 7 0+2:L'
5 5
§x—3 = —3+§x
0 = 0,

encontramos que esta ecuacion es valida para cualquier valor de = € R, asi la
solucion es el conjunto R.

3. La siguiente es una ecuacion que no tiene solucion en R.

(p+3)°=3p = 3p
pP’+6p+9—-3p = 3p

P’ = -9

Si p € R entonces se tiene p? > 0. Es decir, no existe p € R tal que p?> = —9, por lo
\ que concluimos que esta ecuacién no tiene solucién en R.

Una vez resuelta una ecuacién podemos verificar si la solucién encontrada es la correcta.
Para esto, al reemplazar con el valor hallado en cada miembro de la ecuacién (la ecuacién
original, sin haberle hecho ningtin despeje) debe resultar una identidad.

Ejemplo 2.2.2

Tenemos que x = % es solucién de la ecuacién del primero de los ejemplos anteriores. Para
saber si la solucion es correcta reemplazamos este valor en ambos miembros de la ecuacién
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. Por un lado

— — 4
7 7 7T 4
Como obtuvimos el mismo resultado al reemplazar en cada miembro de la ecuacién, con-
Qluimos que la solucién encontrada es correcta.

Revisemos lo aprendido

Indicar cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cuéles son falsas.

1. z = —% es solucion de 223 — 2 — 1 = 22,

2. La ecuacion 2x — 3(x — 1) = 1 — z tiene infinitas soluciones.
3. z =1 es una soluciéon de %x—l— 1= %(x —1)+ g

4. La ecuacién 3(z + 1) — 2 = bz — 3 — 2(z — 2) no tiene solucién.

Ecuaciones lineales y cuadraticas

Las ecuaciones lineales son aquellas en las que la incégnita aparece inicamente con potencia
1. La ecuacién 2 del Ejemplo 2.2.1 muestra un caso particular de una ecuacién lineal con in-
finitas soluciones. Las otras dos situaciones que pueden encontrarse se ilustran en los siguientes
ejemplos:

'S

o 2x — 3 =1 — z tiene una unica solucién: z = =.

w

o €+ \/5 = z no tiene solucién.

Veamos otro ejemplo para repasar el procedimiento de resolucion.

Ejemplo 2.2.3

Resolvamos paso a paso, prestando mucha atencion a las reglas de signo y al uso de la
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propiedad distributiva.
5 2r+3 2—-Tx 5 2 3 2 7
x — = — 3r——-—r—=- = - —-=I
3 6 3 3 6 6
2 1
—-r+—-x = - +1
3 * 6 3 +
8r —do+Tx 4
6 3
21 4
—2x — —_
6 3
4 7 8
r = -i-=—
3 2 21
La ecuacién tiene como tnica solucién x = %.
Atencidn: la solucién es exactamente %. No es correcto dar un valor aproximado de
esta fraccion si lo que se nos pide es buscar la solucion de la ecuacion. Sélo damos valores
aproximados en el contexto de problemas concretos, cuando la incognita representa un

ijeto de la vida cotidiana.

Las ecuaciones cuadraticas pueden expresarse de la forma
ar’ +br+c=0, abceR, a#0.

El valor A = b? — 4ac se llama discriminante de la ecuacién cuadratica, y nos indica la
cantidad de soluciones que tiene esta ecuacion en el conjunto de los niimeros reales.

e Si A > 0, la ecuacién tiene dos soluciones reales distintas.
e Si A =0, la ecuacién tiene una tunica solucion real.

e Si A <0, la ecuacién no tiene solucion en los reales.

Existe una férmula resolvente para esta ecuacién, valida siempre y cuando A > 0. Las
soluciones de la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0 estdn dadas por

_ —b+Vb? —dac —b— V% — 4ac
N 2a ’ 2a ’

Observemos que si A = 0, resulta que x1 = x5, y asi es que en este caso encontramos una unica
solucidn real.

T To =

Si existen soluciones x1, s de la ecuacién cuadratica ax? + bx + ¢ = 0, entonces podemos
Y )
expresar el miembro de la izquierda en forma factorizada

az® +br 4 c = a(x — 1) (v — 13).
Es decir, esta férmula nos permite factorizar cierto tipo de expresiones: aquellas que tengan la
forma ax® + bz + c.
Notemos que:
e Si z; = xy, encontramos un trinomio cuadrado perfecto: a(x — x1)? = a(x?® — 212 + 23).

e Si z; = —x9, encontramos una diferencia de cuadrados: a(x — z1)(x + 1) = a(z? — z3).
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Ejemplo 2.2.4

Consideremos la ecuacién 322 + 3z — 6 = 0. En este caso a = 3,b = 3,¢c = —6, y el

discriminante es

A=3"—4.3.(—6) =81 >0.

Luego esta ecuacién tiene dos soluciones reales distintas dadas por

-3+ V8l -3 —v81
==, m=—— =

_ _ _9.
o 2.3 2.3

Asi, podemos también dar una factorizacién de la expresion 3z2 + 3z — 6,

\ 372 + 31— 6 =3(x — 1)(x — (=2)) = 3(z — 1)(z + 2).

A las ecuaciones cuadraticas no siempre las encontramos en la forma az? + bx + ¢ = 0, en
la que se identifican los coeficientes a, b y ¢ necesarios para la férmula resolvente. En algunos
casos debemos agrupar términos antes de definir los coeficientes que usaremos en la féormula.

Por ejemplo,

(2 +1)?2 = z+1 — es una ecuacion cuadratica,

4 +dr+1 = x4/
4 +3z = 0 — a=4,b=3, c=0.

Observacion 5

Las soluciones de la ecuacion cuadratica y la forma factorizada de la expresién algebraica co-
rrespondiente nos seran de utilidad para resolver inecuaciones mediante el estudio de signos,
para encontrar la factorizacién de polinomios de segundo grado, y también en el estudio de la
funcion cuadrética.

Ejemplo 2.2.5

La ecuacién
2t — 1122 4+18=0

2

puede resolverse usando lo visto para ecuaciones cuadraticas. Si llamamos x* = u resulta

que xt = (2%)? = u? y asf la ecuacién planteada se transforma en
u® — 1lu + 18 = 0.

Esta es una ecuacion cuadratica con incognita u. Resolvemos esta ecuacion con la férmula
presentada anteriormente. Para este caso,

a=1,b=-11,c=18 = A=(-11>—-4-1-18=49>0,
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y encontramos dos soluciones

_ Ve
- Y

C11—49

2

Uq U2 = 2.

Para hallar las soluciones = de la ecuacién inicial, recordemos que llamamos z? = u y asf

w=9 = 22*=9 — r1 =3, 9= -3
Uy =2 = z’=2 = 51:3:\/5, x4:—\/§.

De esta manera, encontramos cuatro soluciones r; = 3, zo = —3, 3 = V2, 14 = —/2 de
Q% ecuacién inicial.

Ecuaciones como las del ejemplo anterior reciben el nombre de ecuaciones bicuadraticas.
La estrategia de sustituir la incognita por una nueva expresion suele ser muy util en diversos
casos. Veremos mas ejemplos al estudiar raices de polinomios.

Un caso de interés es aquel en el que tenemos una expresion factorizada e igualada a cero.
Este tipo de ecuaciones se resuelve teniendo en cuenta la Observaciéon 2.

Ejemplo 2.2.6
Resolvamos la ecuacién (z — 3)(2 — 3z + 2?) = 0. Por la Observacién 2 sabemos que
(r—3)2—-3z+2°)=0 <= 2-3=0 6 2-3x+2°=0.

La primera de estas ecuaciones tiene por solucion z; = 3. La segunda es una ecuacion
cuadrdtica con discriminante A = (=3)2 —4-1-2 = 1 > 0, es decir que existen dos

soluciones reales,
3+1 3-V1
= — = 2 r3 = ——
2 2
Qe esta forma, la ecuacion inicial tiene tres soluciones, r; = 3, x5 = 2,23 = 1.

T = 1.

Revisemos lo aprendido

1. Indicar cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cuéles son falsas.
(a) La ecuacién x? — 2 = 0 no tiene solucién en R.

(b) La tinica solucién de 22 —xz =0 es x = 0.

(¢) Las soluciones de (z? + 42 +4)(3z —1) =0sonx = =2y z = 3.
2. Resolver las siguientes ecuaciones.
~1)=3— 2
(a) 2(x —1) =3 — =, () x2—x:—§(x—1)
r—1 3—2x A )
b) ———2=—— (d) (z* =322 +2)(3z +4) = 0.
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Planteo y resolucién de problemas

Como mencionamos al inicio de esta unidad, las expresiones algebraicas nos permiten dar forma
matemadtica (simbdlica) a informacién dada en lenguaje coloquial. De esta forma, es posible
resolver problemas reconociendo la informacién relevante de un enunciado y, mediante el uso
de expresiones algebraicas, podemos plantear y resolver ecuaciones adecuadas.

Ejemplo 2.2.7

En un rectangulo, la base mide las tres cuartas partes de lo que mide su altura. Sabiendo
que el perimetro es de 28 cm, ;jcudles son las medidas de la base y de la altura?

Algunas reflexiones para iniciar la resolucion:

> El problema trata de un rectdngulo, del cual nos dan el perimetro y una relacion entre
la base y la altura — necesitamos saber como se calcula el perimetro del rectangulo
conociendo su base y su altura.

> Hay dos incégnitas que debemos encontrar: la base (la llamamos b) y la altura (la
llamamos h).

> La base mide las tres cuartas partes de lo que mide su altura: b = %h.

> El perimetro se calcula como P = 2b+ 2h, y sabemos que es igual a 28 cm.

Podemos volcar la informacién en un dibujo y plantear:

28:P:26+2h:2<§h)+2h:gh+2h:gh b

De esta ecuacion podemos despejar el valor de h:

2

7
28=-h—h=--28=8 b=3hn
2 7 *
Usando la relacion entre la base y la altura, encontramos b = %h = % = 6. De esta

@rma encontramos que la base del rectangulo mide 6 cm y su altura mide 8 cm.

Ejemplo 2.2.8

Ana, Marcos y Ariel compraron un regalo para su madre. Ana paga las dos quintas partes
del costo del regalo, Marcos aporta la tercera parte de lo que resta pagar y Ariel colabora
con los $108 faltantes. ;Cudnto aporté Ana? ;Cudnto costo el regalo?

Si llamamos z al precio del regalo, tenemos la ecuacién

2 1 ( 2 )

T = -z +-loz—-z)+ 108

~~ 5 3 5 ~~

costo total ~ ———— pagd Ariel
pagé Ana pagé Marcos
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Resolvemos para obtener el valor de z

2 1 3 2

Encontramos asf que el regalo costé $270. Ana aport6 2 del total de $270, es decir, $108.

Un punto importante al momento de resolver problemas es que la soluciéon debe tener sentido
en el contexto del mismo. Por ejemplo, si el problema trata de encontrar una cierta cantidad
de dinero y como resultado de nuestro desarrollo matematico encontramos que esa cantidad
de dinero es ?, no podemos dar como respuesta este valor encontrado pues no tiene ningin
sentido en el contexto real. En tales casos debemos aproximar el valor encontrado a un ntimero

que si pueda ser considerado como solucion.
Ejemplo 2.2.9

Tomemos el siguiente titular, aparecido en un diario local a inicios del ano 2023(*)

Censo 2022: Bahia Blanca duplicé un porcentaje de crecimiento
que parecia instalado

De acuerdo con el Indec, los 335.190 habitantes relevados en 2022 representan
el 11,14 % mas respecto del ano 2010. Desde 1991 se venia creciendo a un
promedio del 5 % por década.

Nos preguntamos, ;cuantos habitantes se registraron en 20107

Para dar respuesta a esta pregunta, llamamos x a la cantidad de habitantes censados
en 2010, y sabemos que los 335.190 habitantes relevados en 2022 son el 11,14 % mds que
esta cantidad x. La ecuacién que debemos plantear y resolver es

11,14 111,14
——1 =335.190 < )
100 * 100
Ahora, decir que la cantidad de habitantes en 2010 era de 301.592,58592 no es una respuesta
correcta. Debemos redondear o truncar este valor para convertirlo en un nimero natural, ya
que estamos hablando de cantidad de personas. Asi, decimos que la cantidad de habitantes
de Bahia Blanca en 2010 era de 301.592 (si truncamos el resultado encontrado) o de 331.593

(si lo redondeamos).

T+ r=2335.190 <= =z =301.592,58592...

(*) Diario La Nueva. https://www.lanueva.com/nota/2023-2-6-5-0-11-censo-2022-bahia-blanca-duplico-

un-porcentaje-de-crecimiento-que-parecia-instalado

Revisemos lo aprendido 1

Plantear y resolver cada uno de los siguientes problemas.

1. En un rectangulo uno de sus lados mide 12 cm mas que el otro, y su perimetro es de
26 cm. ;Cuadl es la medida de cada lado?

2. Una ONG realiz6 una colecta de libros de cuentos infantiles para repartirlos entre tres
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bibliotecas barriales. A la primera biblioteca le entregaron las tres quintas partes de
los libros recolectados, a la segunda biblioteca le dieron la mitad de los libros restantes,
y finalmente la tercera biblioteca recibié los 55 libros que quedaban. ;Cuantos libros
se juntaron durante la colecta? ;Cuéantos libros recibié cada biblioteca?

3. Una fabrica de alfajores utiliza, para sus productos, relleno de dulce de leche, de
avellanas o de distintas frutas. En la produccién de este mes, el 63% de sus alfajores
tienen relleno de dulce de leche y el 27% tiene relleno de avellanas. Los restantes
364 alfajores que produjeron este mes tienen relleno de fruta. ;Cuantos alfajores se
produjeron este mes? ;Cuantos son de cada tipo?

2.3 Inecuaciones

Las inecuaciones son desigualdades entre expresiones algebraicas en las que aparece un valor
desconocido. La soluciéon de una inecuacion es un subconjunto de R. Si existen valores reales
que verifican la inecuacién, entonces podemos expresar su solucién en forma de intervalo (o de
union de intervalos). Algunos ejemplos de intervalos fueron revisados en el Ejemplo 1.2.1, y
una tabla que resume los tipos de intervalos que podemos encontrar se presenta en las Con-
sideraciones generales, al inicio de estas notas.

Si ningun valor real verifica la inecuacion, entonces el subconjunto solucién es el conjunto
vacio, que indicamos {).

En algunos casos la solucién de una inecuacion es un tnico punto. En tales situaciones no
utilizamos la notacion de intervalos para indicar la soluciéon. Por ejemplo, la tinica solucion de
22<0esx=0.

Al momento de resolver una inecuacién debemos tener presente las siguientes propiedades
de las desigualdades. Las mismas son validas para <,>, <y =, pero por claridad solo las
enunciamos en el caso de la desigualdad <.

(1) Transitividad. Si a, by ¢ € R, entonces

a<b y b<c — a<c.

(2) Monotonia de la suma. Sia, by c € R, entonces

a<b <— at+c<b+ec

(3) Monotonia del producto. Si a, b, ¢ € Ry ¢ > 0 entonces

a<b = a-c<b-c.

(4) Elemento opuesto. Sia y b € R, entonces

a<b <= —a > —b.

La cuarta propiedad es muy importante y vamos a demostrarla en forma directa.

Demostracion de la propiedad 4

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.



38 Bloque tematico 2. Algebra

Sean a,b € R, y supongamos a < b. De esta hipdtesis, y por la monotonia de la suma,
resulta que a — b < 0. Simbdlicamente

a<b = a+(-b)<b+(-b) = a—-0b<0.
Nuevamente utilizando la monotonia de la suma, obtenemos que
a—b<0 = a—-b+(-a)<0+(-a) = -b< —a.

Probamos asi que para todo a,b € R, a < b = —a > —b. Usando estas mismas estrategias se
prueba que para todo a,b € R, —a > —b = a < b y con esto queda demostrada la propiedad.

Como consecuencia de las propiedades (3) y (4) tenemos que si a, b, ¢ € Ry ¢ < 0, entonces

a<b < a-c>b-c.

Veamos a continuacién, a partir de ejemplos, como resolver distintos tipos de inecuaciones.
Ejemplo 2.3.1

Resolvamos la siguiente inecuacién, indicando su solucién en forma de intervalo, usando
notacién de conjunto y representando los valores encontrados en una recta numeérica.

2t —(z+4) < 5-(x+1)—1
r—4 < bSxr—+4
—4r < 8
r > =2

En notacion de intervalo, la solucién de esta inecuacién es el intervalo abierto infinito
S = (—2,400). En notacién de conjunto tenemos & = {x € R : z > —2} y su repre-
sentacion en la recta numérica es
— :
9 0
Tenemos asi un conjunto infinito de valores que verifican esta desigualdad. Por ejemplo,

x = —1 es una solucién ya que si reemplazamos con este valor en cada miembro de la
inecuacién inicial encontramos

2.(=1)—(-144)=-2-3=-5 y  5-(=14+1)—1=-1,

es decir que se verifica la desigualdad planteada, porque —5 < —1. Sin embargo x = —5
no es una soluciéon de esta inecuacion pues al reemplazar en cada miembro resulta

2-(=5)—(-h+4)=-10+1=-9 y 5-(=5+1)—1=-21,

Qesto no verifica la desigualdad planteada, porque —9 £ —21.

Analicemos a continuacién dos situaciones particulares: inecuaciones sin solucién e inecua-
ciones para las que cualquier ntimero real es solucién.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matematica. UNS.



Bloque tematico 2. Algebra 39

Ejemplo 2.3.2
1. Consideremos la inecuacién
5—8r < 3(1l—x)—bx

5—8r < 3—8z
5 < 3.

Esta desigualdad es absurda, es decir que la inecuacién no tiene solucion, luego el
conjunto solucién es S = ().

2. Sea la inecuacion

2($—4) < 1—2(1—.7:)
20 — 8 < —1+42x
-8 < -1

Esta desigualdad es verdadera para cualquier z € R y asi tenemos que el conjunto

\ solucion es S = R.

Las inecuaciones pueden ser de utilidad para plantear y resolver problemas. Al igual que
en el caso e problemas con ecuaciones, en los problemas con inecuaciones debemos reconocer la
informacion relevante en los enunciados y plantear la inecuacion adecuada. Es importante dar
una respuesta adecuada al contexto del problema, redondeando o truncando el valor encontrado
como solucién matematica, si es necesario.

Ejemplo 2.3.3

Calculemos los valores de r para los que el area del circulo es menor que el area del triangulo
de la siguiente figura.

C
o )
A B
La inecuacién que corresponde a este problema es
WT2<¥ — m?l-2mr<0 = 7r(r—2)<0.

Para que este producto sea negativo, dado que r > 0, debe ser

r—2<0 — r<2.
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Quego, el drea del circulo serda menor que la del tridngulo si r € (0, 2).

Inecuaciones y reglas de signo

Una estrategia para resolver inecuaciones consiste en factorizar la expresion algebraica y hacer
uso de las reglas de signo.

Ejemplo 2.3.4

Consideremos la inecuacién
(x—3)2z+1) >0,

en la tenemos una expresién factorizada que involucra solo dos factores, y buscamos los
x € R para los cuales la expresiéon toma valores positivos. La solucién la encontramos
cuando ambos factores son positivos ((+) - (+) = (+)) o cuando ambos son negativos
(=) - (=) = (+)). Es decir que debemos analizar dos situaciones. En el primer caso,
debemos resolver

r—3>0 — x>3 | f [ ,
y “1_1 9 1 p 3 4

20+1>0 — z>—3

cuya solucién es z > 3, o equivalentemente en intervalo (3,+00). En el segundo caso,
debemos resolver

r—3<0 —=x<3 77777 RN \ ‘
Y )
20+1<0 —»z<—1

H
)
—
[\
Lo

cuya solucién es z < —%, o equivalentemente en intervalo (—oo, —%)

En base a este analisis, concluimos que las soluciones de la inecuacién inicial son los
nimeros reales = tales que, o bien z > 3 (esto es, x € (3,+00)), 0 bien z < —1 (esto es
(x € (—oo, —%)) En otras palabras, podemos decir que el conjunto soluciéon es

S = (—oo, —%) U (3, 400)

\_

En los casos que tenemos mas de dos factores, las combinaciones de signos que nos permiten
llegar al resultado aumentan, lo que hace muy dificil un anédlisis de casos como el planteado
en el ejemplo anterior. En tales casos, podemos recurrir a una estrategia de analisis del signo
de cada factor y la comparacién de todos los factores a la vez. El siguiente ejemplo ilustra el
mecanismo de analisis.

Ejemplo 2.3.5
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Buscamos los nimeros reales x que verifican la desigualdad
(z +4)(2* = 5) > 0.
En primer lugar factorizamos lo mas posible la expresion dada:
(z+4)(2* = 5) = (x +4)(z — V5)(z + V5).

Ahora analizamos el signo de cada factor y aplicamos la regla de signos para estudiar el
signo del producto de todos los factores.

r+4>0 <= zx>-4 - ++++++++++ signo de
' 4

4 32 -10 1 2 3 "F

signo de

r—vV5>0 < z>+5 - - - - - - - - - t+
t t T T T T b ' :L‘_\/g
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

signo de

a:—l-\/g

1+V5>0 <= 2>-V5 - - ‘++4:++—|——}:
—4—3—2—10 1 2 3

signo de (v +4)(z — VB)(z +v5) - ’+ + “— - - - = |t
4 -32-10 1 2 3

Dado que buscamos los valores de x que hacen positiva la expresion, resulta que la solucion
de la inecuacién es el intervalo S = (—4, —/5) U (v/5, +00). Esto es, cualquier z € S
@tisface la inecuacion.

Revisemos lo aprendido

1. Dada la inecuacién 2x —3 < 3(2 —z) + 1, indicar cudles de las siguientes afirmaciones
son verdaderas y cudles son falsas. Justificar haciendo las cuentas correspondientes.

(a) « = I es una solucién.

(b) Cualquier nimero real menor que 2 es una solucion.
(c) La solucién es (2, +00).

(d) x = 2 es la tnica solucién.

2. El Indice de Masa Corporal (IMC) es la razén (esto es, la divisién) entre la masa
corporal y el cuadrado de la estatura de una persona. Diversos estudios realizados
han concluido que el grupo mas saludable corresponde a un IMC comprendido entre
20 X4 y 25 kg
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Si una persona mide 1,5 metros, para ser considerada saludable su masa corporal en
kg debera estar comprendida entre

(a) 30y 37,5, (c) 40 y 50, (e) 45 v 55.
(b) 30 y 56, 25, (d) 45 v 56,25,

Indicar la respuesta correcta.

3. Resolver cada una de las siguientes inecuaciones y expresar su solucién en forma de
intervalo o unién de intervalos.

() 3I4_3>x—2 (b) 22 —3x—4>0 (¢) (2% —=3x)(2*-3) <0

2.4 Polinomios. Elementos y operaciones

Un polinomio con coeficientes reales es una expresion algebraica de la forma
P(z) = apz™ + ap_12" "t + ...+ a1x + ao,

donde los valores ag,ay,...,a, son nimeros reales, n es un numero natural o cero y x se
denomina indeterminada.

Si a, # 0, podemos distinguir los siguientes elementos de un polinomio:
® ag,...,a, son los coeficientes del polinomio,

e a, es el coeficiente principal,

e qg es el término independiente,

e n se llama grado del polinomio.

Observacién 6

Vamos a considerar, por convencién, que el polinomio nulo P(z) = 0 no tiene grado.

Si el coeficiente principal es a,, = 1, el polinomio se llama ménico. Ademas, si los grados
de los términos estan ordenados en forma decreciente o creciente se dice que el polinomio esta
ordenado.

Dos polinomios P(z) y Q(z) son iguales si los coeficientes correspondientes a términos
semejantes son iguales. Por ejemplo,

P(x)=3r—22"+6 y Q(z)=—22"+ 3z +6,

son polinomios iguales.
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Dado un polinomio P(x) = a,z™ + Ap_12" 1+ ...+ a1z +ag, y un nimero ¢ € R, llamamos

valor numérico de P(z) en ¢ al niimero

P(C) = ancn + anflcni1 + ...+ ac+ ag.

Ejemplo 2.4.1

Consideremos el polinomio Q(z) = 2 — v/22° + 5.
Este polinomio tiene grado 3, coeficiente principal a3 = —v/2 y término independiente
es agp = 2. Q(x) no es ménico porque ag # 1.

Podemos escribir el polinomio en forma ordenada decreciente de la siguiente manera:

Q(z) = —V22° + 5z + 2.

El valor numérico de Q(z) en —1 es

Q(—1)=2—V2(=1P +5(-1) =2+V2 —5=2—3.

\§

Revisemos lo aprendido

1. Indicar cuales de las siguientes expresiones son polinomios con coeficientes reales.

1 -1 _
(a) ng’ (c) bz T+ 2,

™
(b) 82° —/5z? — 1, (d) 2ma® — a® + 1,

2. Completar la siguiente tabla.

Polinomio Grado Sﬁiﬁf}i:llte iq;fir:;iel;?iiente Forma decreciente
P(x) = 3+52°+62°
Plz)=2-x
P(z) =38
P(z)=xz*+2"4 9z

3. Consideremos el polinomio P(r) = x3 + 5z — 1.
(a) Determinar los wvalores reales a,b,c y d para que P(z) sea igual a
Q(z) = (a+ 1)a® + bx? + cx + 3d.

(b) (Cuél es el valor numérico de P(z) en —27
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Operaciones elementales entre polinomios

Dado que los polinomios son expresiones algebraicas, las operaciones de suma y multipli-
cacion definidas en la primera seccion de este bloque tematico, siguen siendo validas.

e La suma de dos polinomios se realiza sumando (o restando) los coeficientes de términos
semejantes.

e La multiplicacion entre dos polinomios se realiza aplicando la propiedad distributiva: se
multiplica cada término de un polinomio por los términos del otro y luego se agrupan
(sumando o restando) los términos semejantes.

En general, puede ser til escribir los polinomios con los que vamos a trabajar en forma
ordenada decreciente o creciente. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.4.2

Calculemos la suma y la multiplicacién de los polinomios

3 1
P(z) = 1 322 +2t y Q) = —51'2 + 1.

Empezamos planteando la suma entre ellos, ordenando el polinomio P(z) en forma decre-
ciente para visualizar mejor qué términos se pueden agrupar:

1
P(z)+Q(z) = 3:4—39(:2—%%—5:1:2—%1

1 3 7 7

La multiplicaciéon de ambos polinomios es

P(z)-Q(z) = (:1:4 — 327 + §) (—le + 1)

4 2
1 1 3 1 3
= ot (oge) et mwer (ge) —ae e G (5) 4
1 3 3 3
= —§x6+x4+§x4—3x2— §x2+1
1l 5, 27T, 3
\ = 2:(; + 237 3 7+ 1
Revisemos lo aprendido
Dados los polinomios P(x) = ! — 32% + 2 y Q(z) = —22° + 522, efectuar las siguientes
operaciones indicando el grado del polinomio resultante.
1. P(z) —3Q(x) 2. P(x)-Q(x) 3. (Q(z))* + 2% P(x)
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Raices de un polinomio. Factorizacién

Un valor ¢ € R es una raiz de un polinomio P(z) si el valor numérico de P(x) en ¢ es cero,
es decir, si P(c) = 0. Podemos pensar entonces a la raiz ¢ como una solucién de la ecuacién

P(z)=0.
Si ¢ es raiz del polinomio P(z), entonces el polinomio puede expresarse de la forma

P(z) = (z —¢) - C(x).

El polinomio C'(x) tendra un grado menos que P(x) y lo podemos calcular usando las distintas
herramientas conocidas para factorizar expresiones. También podemos utilizar el método de
Ruffini, el cual describiremos en la siguiente seccion.

Ejemplo 2.4.3

El valor ¢ = 0 es una raiz de P(z) = 22 — 2% + 3z. Vemos ficilmente que z es un factor
comun de P(z), entonces podemos expresar

20° — 2 +3x = _x (20 —x +3)
—_—

<~
P(z) (z—c) C(z)
Para el polinomio Q(z) = 322 — 6, el valor ¢ = —v/2 es una raiz ya que Q(—+/2) = 0).

Luego podemos expresar

322 — 6 =3(2* — 2) = 3(z — V2)(z + V2) = (z + V2) 3(z — V2)

—_—— ———

\ Q(z) (z—c) C(x)

En cualquier caso, tener una expresion lo més factorizada posible de un polinomio nos
permite identificar rdpidamente sus raices. Como mencionamos previamente, encontrar las
raices de un polinomio P(zx) equivale a resolver la ecuacién P(z) = 0, y para esto podemos
recurrir a la propiedad a-b=0<=a =000 =0.

Ejemplo 2.4.4

Consideremos P(x) = 22% + 622 + 9z, el cual podemos factorizar de la siguiente forma:

P(z) = 22% + 122% + 18z = 22(a? + 63 + 9) = 22(z + 3)°.

Entonces,
P(z)=0 <= 22(x+3)>=0
— =006 (z+3)?2=0
— 2=06 24+3=0 < 2=0 6 z=-3
Gncontramos asi dos valores ¢; = 0,y = —3 que son raices de P(z).

La factorizacién de polinomios de grado 4 que tienen la forma P(x) = ax? +bz*+c, a # 0,

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matematica. UNS.



46 Bloque tematico 2. Algebra

puede estudiarse usando la formula resolvente vista para ecuaciones cuadraticas. Veamos un
ejemplo.
Ejemplo 2.4.5

Calculemos las raices reales del polinomio P(z) = x* — 2? — 2.

Para hallar las raices de P(x) debemos resolver la ecuacién bicuadratica z* — 2% —2 = 0.

Como hicimos en el Ejemplo 2.2.5, sustituimos la incégnita x con la expresién 22 = u y

encontramos, para la incégnita u, la ecuacion cuadratica
u? —u—2=0.
El discriminante es A =12 —4-1-(—=2) =9 > 0 por lo que existen dos soluciones

—(-=1)+9 —(=1) =9

ur = =2 y U= = -1

Es decir que podemos expresar u? —u—2 = (u—2)(u+1). Volviendo a la variable x resulta

P(z) = (2* — 2)(2* + 1).

El primer factor es una diferencia de cuadrados que puede expresarse como
2 —2=(x—V2)(z +V2).

El segundo factor de P(x), (z* + 1) es un polinomio que no posee raices reales y por lo
tanto no puede factorizarse en R. Finalmente,

P(z) = (z — V2)(z + v2)(2* + 1),

Qlas raices reales de P(x) son 1 = V2, 29 = —V/2.

Se dice que una raiz ¢ tiene multiplicidad m, con m € N, (o bien que ¢ es una raiz de
orden m) si existe un polinomio no nulo Q(z) tal que

Pla)=(@—-o"Q) vy Q) #0,

es decir, ¢ no es raiz de Q(z). En el Ejemplo 2.4.4, ¢; = 0 es una raiz simple de P(x) (asi
la llamamos por tener multiplicidad 1) y ¢ = —3 es una raiz doble (o de orden 2, o de
multiplicidad 2).

Ejemplo 2.4.6

El valor ¢ = 0 es raiz de P(z) = 62 + 225 — 27, pues P(0) = 0.

Notemos que z® es un factor comin en todos los términos del polinomio, por lo que
podemos expresarlo de la forma

P(x) = 2% (6 +22° — ") = 2% - Q(x).
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Dado que el polinomio Q(x) = 6+ 2z —z no tiene a ¢ = 0 como raiz, esto es Q(0) = 6 # 0,
entonces concluimos que ¢ = 0 es una raiz de P de multiplicidad 3 (también se dice raiz de
orden 3 o raiz triple).

A partir de lo que hemos presentado, es posible concluir que un polinomio de grado n tiene
a lo sumo n raices reales distintas.

Ejemplo 2.4.7

Si tenemos un polinomio expresado en la forma factorizada
P(z) =2(x — 2)(z — 3)*(z + 3),

inmediatamente podemos concluir que las raices de P(x) son x1 = 2, xo = 3, 3 = —3.

Esto es asi dado que encontrar las raices de P(x) equivale a resolver P(x) =0, y

r—2=0 <= x =2,
Plz)=0 <= 2@-2)(r—-3>2+3)=0 <= (z—3)P=0 <= z=23,
r+3=0 — v =-3.

Q/Iés ain, r1 = 2 y x3 = —3 son raices simples mientras que x, = 3 es raiz triple.

Es importante observar que no todo polinomio tiene raices reales, pues no siempre una
ecuacion de la forma P(z) = 0 tiene solucién en R. Por ejemplo,

e el polinomio P(x) = 2?45 no tiene ninguna raiz real, pues la ecuacién P(x) = 0 no tiene
soluciones reales,

e el polinomio Q(z) = 2%+ 2z + 3 no tiene raices reales dado que la ecuacién 22 +2x+3 = 0
tiene discriminante A =22 —4-1-3 = —8 < 0 y por lo tanto no tiene solucién en R.

En estos casos en que no existen raices reales, la forma en que esta dado el polinomio ya es su
forma factorizada en R.

A partir de ciertas caracteristicas de un polinomio, como sus raices, su grado, su valor
numérico en ciertos puntos, podemos encontrar su expresion algebraica. Esto es lo que ilustra
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.8

Encontremos un polinomio de grado minimo con coeficientes reales que tenga como raiz
simple a ¢; = 2 y como raiz doble a ¢y = —5.

Dado que P(x) tiene una raiz simple y una doble, tiene como minimo grado 3. Como
¢y es raiz simple, P(x) tiene un factor de la forma (x — 2), y como ¢y es raiz doble, el
polinomio tiene un factor de la forma (z + 5). Luego, tenemos que

P(z) = a(z — 2)(x + 5)?, a€R, a#0.

Notemos que existen infinitos polinomios que cumplen con las condiciones impuestas, uno
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por cada valor de a. Asi,
Pie)=(@-2@+57 vy  Pya)=—3(x—2)(z+5)?

son dos polinomios distintos que cumplen con lo pedido.

Ahora, si agregamos por ejemplo la condicién de que P(0) = 50, entonces resulta que

50 = P(0) = a(—2)25 = =500 = a=—1,

Qasi, el tnico polinomio que cumple todas las condiciones es P(x) = —(z — 2)(x + 5)%.

Método de Ruffini

El método de Ruffini nos permite factorizar un polinomio conociendo una raiz. Como men-
cionamos al inicio de esta seccién, si un polinomio P(x) verifica P(c) = 0 (es decir, si ¢ es una
raiz de P(z)), entonces P(z) se expresa como P(z) = (z—c¢)Q(z). Usando el método de Ruffini
podemos hallar la expresién de Q(x).

Ejemplo 2.4.9

Consideremos el polinomio P(x) = 323 + 6 — 2z — 922, del cual sabemos que P(3) = 0.
Veamos, paso a paso, como factorizar este polinomio aplicando el método de Ruffini.

Para comenzar escribimos el polinomio P(x) de manera ordenada (decreciente) y com-
pleta. Esto es, ordenemos sus términos de forma que las potencias de x resulten decre-
cientes al leerlo de izquierda a derecha y, si es necesario, agregamos los términos faltantes
multiplicados por cero, asi resulta

P(x) = 32% — 927 — 22+ 6

En este caso no falta completar ningtin término.

Como P(3) = 0, es decir que ¢ = 3 es una raiz, sabemos que P(z) = (x—3)Q(x). Vamos
a encontrar el polinomio @(x) con la ayuda de una tabla en la que colocamos en la primer
fila los coeficientes del polinomio P(z) y a la izquierda de la linea vertical colocamos el valor
de la raiz ¢ = 3. A continuacién describimos los calculos que se realizan para completar la
tabla y hallar asi el polinomio Q(z).

1. El primer coeficiente de P(zx), que en este caso es 3 se 3. -9 26
reescribe en la tercer fila, luego se multiplica por ¢ y el 3 9
resultado se coloca debajo del segundo coeficiente de P(x). ‘ 3

2. Sumamos el segundo coeficiente con el valor que agre—
gamos en el paso anterior y colocamos el resultado de- 3 -9 -2 6
bajo de ambos en la tercer fila. Luego multiplicamos este 3 9 0
ultimo valor por ¢ y colocamos el resultado en la segunda ‘ 3 0

fila debajo del tercer coeficiente de P(z).
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3 -9 -2 6
3. Siguiendo los calculos de esta manera completamos la 3 9 0
tabla.

—6
30 2] 0

El dltimo valor en la tercer fila de la tabla sera 0, lo cual es consecuencia de que ¢ es una
raiz de P(z). Los demds valores son los coeficientes del polinomio @(x) ordenados en forma
decreciente. Asf en este ejemplo resulta Q(z) = 3z% + 0z — 2. Finalmente encontramos

\_ P(z) = (z = 3)Q(z) = (z - 3)(32” — 2).

En general, el método de Ruffini puede aplicarse a cualquier polinomio P(x) y tomando
cualquier nimero real c¢. Este método permite encontrar el cociente y el resto de dividir P(x)
por x — ¢, tema que no abordamos en estas notas. El altimo valor que aparece en la tabla que
se construye siguiendo el procedimiento sera el valor numérico de P(x) en & = ¢, esto es P(c).
Por esto, si ¢ es una raiz de P entonces P(c) = 0y el dltimo valor que aparece en la tabla es 0.

Al presentar este método escribimos en forma genérica el factor x — ¢, con ¢ € R. Es
importante tener en cuenta que el nimero ¢ puede ser negativo. En estos casos el método
descripto se aplica de la misma manera, como lo ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.10

Calculemos las raices del polinomio P(x) = 22* — 32® — 92* — z + 3 sabiendo que ¢ = —1
es raiz de P(z).

Que ¢ = —1 sea raiz de P(x) quiere decir que P(z) puede escribirse como P(z) =
(x + 1)Q(x). Podemos entonces usar el método de Ruffini para encontrar Q(x). En este
caso tenemos ¢ = —1 y resulta

2 -3 -9 -1 3
-1 -2 5

4 -3
2 -5 -4 3] 0

Entonces podemos expresar P(z) = (z + 1)(22® — 52 — 4x + 3). Seguimos factorizando
ahora el polinomio Q(x) = 22 — 5z* — 4z + 3.

El enunciado del ejercicio nos indica que ¢ = —1 es una raiz, pero nada dice acerca de
su multiplicidad, por lo que una opcion es volver a aplicar la regla de Ruffini con ¢ = —1
para ver si la raiz tiene orden mayor que uno (es decir, si la raiz se repite). Aplicamos
nuevamente la regla

2 -5 -4 3

7T =3
EE I
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y encontramos que ¢ = —1 es una raiz por lo menos de orden 2. Hasta aqui tenemos
P(z) = (v + 1)*(22° — T2 + 3).

Si volvemos a aplicar la regla de Ruffini, ahora al polinomio Qy(z) = 22* — Tz + 3 y

Dado que el resto no es cero, entonces Qy(x) = 222 — Tx + 3 no puede factorizarse como
Q2(z) = (x + 1)Qs(x). En otras palabras, —1 es una raiz de multiplicidad 2.

Ahora, para hallar més raices de P(x), si es que existen, debemos resolver la ecuacién
Px)=0 = (x+1)*(22>-Tz+3)=0.

Es decir que debemos resolver la ecuacién cuadratica 222 — 7z + 3 = 0, para lo cual
usamos la férmula resolvente vista en la Seccién 2.2. En este caso el discriminante es
A=T>—4-2-3=25>0, es decir, que existen dos soluciones

_T—V25 2 1

2.2 rui A G e v el B f

T+V25 12
02 =" =
Asi, las raices de P(z) son ¢; = —1 (rafz doble), ¢; = 3 (rafz simple) y ¢; = 3 (rafz simple).

Ya que conocemos las raices del polinomio con su orden de multiplicidad y sabiendo
que su coeficiente principal es az = 2, podemos expresarlo de forma factorizada

\ P(z) = 2(z + 1)*(z — 3) (x— %) :

Revisemos lo aprendido
1. ;Es z = —2 una rafz de P(z) = 23 + 22 + 47

2. Expresar cada uno de los siguientes polinomios en forma factorizada. Encontrar todas
sus raices reales, indicando su grado de multiplicidad.

(a) P(x)=2z*— 53 (c) P(z) =% —81
(b) P(x) =4x* — 122+ 9 (d) P(x) = (2*+ 9z + 14)(z* — 4)

3. Hallar un polinomio P(z) de grado 4, que verifique P(—1) = 6 y que de sus raices
sean ¢; = 0 (raiz doble), cp = =2y ¢5 = 1.
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4. Factorizar lo mds posible el polinomio Q(z) = 123 +

Q(-3)=0. ‘°’

1,2 7 .
sr® — ¢r — 1, sabiendo que

2.5 Expresiones algebraicas racionales. Simplificacion

Las expresiones algebraicas racionales se expresan como una fracciéon. Por ejemplo,

r—1  2ab—a?+6
22+ 3’ (a+0)%— b2

son expresiones algebraicas racionales. Estudiaremos tinicamente expresiones racionales en las
que el numerador y el denominador son polinomios.

Observacion 7

En estas expresiones, en general, encontramos restricciones para los valores numéricos que
pueden tomar las letras involucradas, ya que el denominador no puede tomar el valor 0. Asi,
por ejemplo, debe ser x # —% en la primera de las expresiones anteriores, pues

20 +3=0 <— 2z = -3 <= r=—=

v a # 0,a # —2b en la segunda, pues

(a+b0)?—0*=0 <= a*+2ab+b*—0*=0
< a(a+2b)=0
<~ a=0 6 a=—2b.

En esta seccién nos centraremos en resolver operaciones que involucran este tipo de expresiones,
sin detenernos en analizar los valores permitidos para las letras involucradas. Este tipo de
analisis lo tendremos en cuenta al resolver ecuaciones e inecuaciones con estas expresiones y
cuando estudiemos el dominio de algunas funciones.

Las operaciones con expresiones algebraicas racionales son similares a las operaciones entre
fracciones. En la multiplicacion o divisién es conveniente factorizar las expresiones involucradas
de forma de simplificar la mayor cantidad posible de factores y que resulten expresiones mas
simples. Empecemos con un ejemplo sencillo de multiplicacién y uno de divisiéon de estas
expresiones.

Ejemplo 2.5.1
1. Consideremos la multiplicacién

20 (z+1)(z—2)
x+1 622

Las expresiones involucradas ya estan factorizadas, por lo que simplemente simpli-
ficamos elementos repetidos en el numerador y el denominador y luego realizamos
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la multiplicacién de la misma forma en que lo hacemos con los nimeros expresados

como fraccion. Asi,
v (x+T1)(z—-2) x-2

T 9. 322 3

2. Consideremos ahora la division

> -3 % + /322
r+3 2224122+ 18

Factorizamos los distintos factores involucrados y encontramos

(x —V3)(xz+V3) 1‘2($—|—\/§).

r+3 - 2(x + 3)?

Ahora simplificamos (igual que en la divisién de fracciones, numeradores entre si
y denominadores entre si), y luego realizamos la divisién (también igual que en la
divisién de fracciones):

(x —V3)(aA4v3) 2*(24v3) _ 2(x—V3)(x -3)
\ 43 ' 2(x+3)2( 22 ‘

Para sumar expresiones algebraicas racionales debemos factorizar el denominador y encon-
trar un denominador comun. Esto es, el producto de todos los factores que aparecen en los
denominadores, con la mayor potencia con que aparezcan. Por ejemplo, si tenemos las expre-

siones
z—4 2¢ — 1

2@+3)?2 7 Ba+3)(e-1)
el denominador comun es x*(x + 3)?(x — 1). Veamos, con un ejemplo sencillo, cémo sumar dos
expresiones de este tipo.

Ejemplo 2.5.2

Resolvamos la suma .

x—2
En este caso, las expresiones involucradas son muy simples y no se requiere ninguna fac-
torizacion. El denominador comun es x — 2, y resulta

x.

x Cr—x(x—2) x—2*+2r —a*+3x

\ r— 2 v Tr— 2 - xr— 2 )

Veamos, paso a paso, un ejemplo mas complejo.

Ejemplo 2.5.3

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Resolvamos la siguiente suma de expresiones algebraicas.
a? n a+9 o a? n a—+9 1
a’+3a  a’+6a+9 ala+3)  (a+3)?
_ala+3)+a+9—(a+3)?
B (a+ 3)?
_ a®+3a+a+9—(a®+6a+9)
B (a+ 3)?
_ A+ da+9— g —6a—9 B 2a
(a +3)? T (a+3)%
Notemos que en el primer paso, fue necesario factorizar las expresiones para reconocer el
denominador comin. Si bien usamos la letra a en lugar de x (habitual en los polinomios),

@ta expresion es también una expresion racional polinémica.

La combinacién de las distintas operaciones presentadas nos permite resolver ejercicios mas
elaborados. En estos casos es fundamental respetar la jerarquia de las operaciones (esto es, el
orden en el que las aplicamos).

Ejemplo 2.5.4

Veamos cémo operar algebraicamente para simplificar la expresion:

(a +6 a ) 6

a—6 a+6/ a?—6a

Debemos respetar la jerarquia de las operaciones, por lo que primero sumaremos las dos
expresiones encerradas entre paréntesis, y ese resultado utilizaremos en la division.

<a+6_ a ) 6 _ (a+6)(a+6)—ala—6) 6
a—6 a+6/ a®>—6a (a —6)(a+ V6) “ala —6)
A 260+ 6 — g+ 6a 6
B (a —6)(a+6) “a(a —6)
B 18a+36 6
"~ (a—6)(a+6) ala—6)
@+DI8 6 a(3a+6)

\ (a—6)(a+6) ala—6]  a+6

Revisemos lo aprendido

r— 2
-z

1. Al reemplazar z = /2 la expresién se convierte en (redondear la respuesta

correcta):

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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(a) z= 5 (b) = =+/2 () 2= -2

2. Resolver las siguientes sumas, multiplicaciones y divisiones, simplificando al maximo
las expresiones involucradas.

- x—1 r+1 3
(2) 22— 2 +1 23 (c) 4x +:r—1
(b)x—l—\/g.x—l (d) a—2+a
241  22-3 l—a 2

3. Operar algebraicamente, factorizar y simplificar al maximo las siguientes expresiones.

(a) (p_é).pi (b) = R

p 2 4+ 2p 2?3242 221 22— 3z

Ecuaciones e inecuaciones con expresiones algebraicas racionales

Al resolver ecuaciones e inecuaciones que involucran expresiones racionales es importante re-
conocer los elementos para los cuales las expresiones no tienen sentido. Esto es, los valores para
los cuales se anula el denominador.

La estrategia para resolver ecuaciones de este tipo consiste en agrupar los distintos términos

y plantear una ecuacion en la que una expresion factorizada se iguala a cero. Veamos esto
mediante un ejemplo.

Ejemplo 2.5.5
Resolvamos la siguiente ecuacion

24+ —12 1
(r—32 -3

Comencemos observando que x # 3, pues el denominador no puede anularse. Para
resolver este tipo de ecuaciones, escribimos ambas fracciones en un mismo miembro y
agrupamos las expresiones, de forma de que quede una expresién factorizada igualada a

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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cero.
Pre-12 1
(x — 3)? r—3
P’ 4+r—12—(x—-3) 0
(z —3)?
?+r—12—x+3 0
(z —3)?
22 -9 _ 0
(z—3)°
(z—=3)(x+3) 0
o3P

Esta igualdad se verifica si, y solo si el numerador es igual a cero, esto es

(x+3)(x—3)=0 <= x=3 6 z=-3.

Qlicialmente indicamos que z # 3, por lo que la tnica solucién resulta ser x = —3.

Para resolver inecuaciones con expresiones racionales, usamos la misma estrategia de agrupar
y factorizar la expresion para compararla con el valor 0. De esta forma podemos hacer uso de
las reglas de signo, igual que lo que hicimos en el caso de ecuaciones factorizadas. Mostramos
el procedimiento en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5.6

Veamos cémo resolver la inecuacion

1 1< 2+x
3—xz 2z 2zx(3—2x)

y representar su solucion en forma de intervalo.

Comenzamos agrupando todos los términos en un mismo miembro de la desigualdad.

1 1 24z

3—z 2 2z(3—=x) 0
2 —(3—2)— (24 x) 0
20(3 — x)
2r —5
20(3 — x) <0

Debe ser x # 0y x # 3, y tenemos tres factores: 2z —5, 2x y 3 —x, para los cuales vamos
a realizar un estudio de signo. Tenemos

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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20 —5>0 < x>§ _- = = = - - = '+ + 4+ + Signode
2 # ! # I ’ 2r — 5
-1 0 1 2 3 4
20 >0 <«<— x>0 - — - ‘+++++++ signo de
t T + + } + 2
-1 0 1 2 3 4 x

3_0>0 = 2<3 +++++++++'———

signo de
1 t 3 —
-1 0 1 2 3 4 !
gnode —2 04 4 4 ‘ '+'
signo de - - = = - - -
& 21’(3 - l’) t f t ——1 t
-1 0 1 2 3 4
Luego
20 — 5 5
—— <0 = xES:(O,—)U 3,+00) .
\ 22(3 —x) 2 ( )
Revisemos lo aprendido
x‘ J——
1. Considerar la expresion algebraica . Completar cada informacién redondeando
—x
la respuesta correcta.
(a) La expresion no estd definida para
i x=2, i =1, iii. z = 0.
(b) La expresién se anula (esto es, vale 0) para
iz =2, ii. ¢ =1, iii. =
(c) La expresién toma valores positivos para
i x € (—00,1)U(2,+00), ii. z € (1,2),

. x € (—00,2) U (1, +00), iv. z e (-2,-1).

2. Resolver la ecuacion y la inecuaciéon siguientes.
x T —2
(a) +

z+3
=1 b) — >
2 —x 21 ()4:(;2—1

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente
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3 Funciones de variable real

( Sintesis del bloque tematico \

En esta unidad vamos a trabajar con los siguientes conceptos relacionados con funciones de una
variable real.

1. Definicién, dominio e imagen.

2. Gréfico de funciones, elementos que los caracterizan. Interpretacién de informacién dada
a partir del grafico de una funcién.

3. Caracterizacién de las funciones lineales y sus graficos (rectas). Rectas paralelas y per-
pendiculares.

4. Caracterizacién de las funciones cuadréticas y sus graficos (parabolas).

\_ 5. Planteo y resolucion de problemas. )

3.1 Funciones: conceptos elementales

Consideremos la siguiente situacién.

Se introducen 800 peces en un estanque y se estudia la evolucion de esta poblacion. Para
esto, cada mes se estima la cantidad de peces, obteniéndose un modelo grdfico como el que se
muestra a continuacion.

Yy
’\\
1100 + S e e
// \\‘\
1000 + 2 B e S
900 + e e
// e e

800 +

/ >

12 4 6 8 10 12 7

x: mes del ano;  y: cantidad de peces

Cada punto del grafico indica la cantidad de peces que se contabilizaron en cada mes desde
iniciado el estudio. Sobre el eje horizontal, llamado eje de las abscisas, se indican los meses, y
sobre el vertical, llamado eje de las ordenadas, se marcan las cantidades de peces registradas
cada mes. Los ejes asi dispuestos forman el plano cartesiano, al que indicamos con el simbolo
R?, y sobre él es posible representar los distintos pares ordenados (z,y) € R2.

La linea punteada que se agregd al grafico del ejemplo es una ayuda visual para facilitar la
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lectura del grafico, pero no revela informacion recopilada en este experimento. En el eje vertical
vemos dos barras oblicuas que lo cortan. Eso es usual para indicar que se omiten en el grafico
los primeros nimeros reales, y que se empieza a considerar la recta numérica a partir de 800
en este caso.

Un grafico como este nos permite plasmar de forma visual la informacion recabada, rela-
cionando la cantidad de peces con los meses transcurridos desde el inicio del experimento. De
este grafico podemos extraer la siguiente informacion:

> El estudio duré un ano.
> A lo largo de ese periodo, la cantidad de peces varié entre 800 y 1150.
> Inicialmente hubo 800 peces.

> Un mes después de iniciado el estudio habia 900 peces, a los 6 meses se alcanza la maxima
poblacién de 1150 peces, y al finalizar el estudio habia 1000 peces.

La descripcién de esta situacion esté relacionada con distintos conceptos matematicos que
formalizamos a continuacion.

Funcién, dominio e imagen

Se llama funcién real de una variable real a cualquier aplicaciéon f : D — R, D C R,
que hace corresponder a cada x € D uno y solo un valor f(xz) € R. Estas funciones suelen
representarse de la forma y = f(x) donde x se llama variable independiente e y se llama
variable dependiente.

En el ejemplo de los peces, tenemos una funcién y = f(z) en la que la variable independiente
x representa los meses que transcurren desde el inicio del experimento, y la variable dependiente
y indica la cantidad de peces que habia en el estanque. Es decir, el estudio realizado muestra
la cantidad de peces (y) en funcion de los meses transcurridos (x).

Por lo general expresamos estas funciones mediante una férmula. Por ejemplo, escribimos

o f[R—=R, f(z)=4-—32%

o g:[l,4+00) >R, g(z) =2+ +Vz—1.

En las situaciones en las que trabajamos con datos reales, como el ejemplo inicial de lo peces
en el estanque, no siempre podemos decir cudl es la formula exacta que los describe. En
ocasiones, se proponen modelos que los aproximen lo mejor posible. Esto es, se eligen formulas
matematicas que representen adecuadamente los datos que se quieren describir.

El dominio de una funcién f es el conjunto D C R formado por todos los valores z € R
en los que la funcién f estd definida. Es habitual usar la expresién Dom (f) para indicarlo.

En el ejemplo de los peces, el dominio son los meses del afio transcurridos desde el inicio
del estudio. El grafico nos indica que mas alla del mes 12 no hay informacién. Esta fue la
informacion que rescatamos en el primer item de la descripcion del grafico, cuando dijimos que
El estudio duro un ano. Mateméaticamente, tenemos

D = Dom (f) = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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En el grafico de una funcién, los valores del dominio se ubican siempre en el eje de las abscisas
(eje horizontal, o eje de las z). En la siguiente seccién veremos més ejemplos de cémo reconocer
el dominio de una funcién a partir de su grafico.

Para funciones dadas por férmulas conocidas, el dominio son los valores para los que dicha
formula tiene sentido. Por ejemplo:

o El dominio de f(z) = 2 — 3z + 1 es D = Dom (f) = R, pues para cualquier z € R es

posible calcular z? — 3z + 1.

o El dominio de g(z) = /x es D = Dom (g) = Rt U{0} dado que las raices de indice par
no estan definidas para nimeros negativos.

o El dominio de h(z) = v/3z —1 es D = Dom (h) = R ya que para cualquier nimero real
podemos realizar este calculo.

Dos reglas son clave para decidir el dominio de las funciones que estudiaremos en estas
notas, y que son dadas por féormulas:

e Las raices de indice par no pueden calcularse para valores negativos.

e En expresiones racionales, los denominadores no pueden tomar el valor 0.

El siguiente ejemplo muestra cémo utilizar estas reglas.
Ejemplo 3.1.1

1. Dada f(z) = /2z(z + 1), su dominio son los valores de z tales que 2z(x + 1) > 0.

Para encontrar estos valores, hacemos un estudio de signos:

———‘—‘—F—‘F‘F‘—F“l—

2 >0 <«<— x>0 ; ,
2 -1 0 1 2 3

signo de 2x

- =+ + + ++++

r+1>0 <«<— zx>-1 g ,
-2 -1 0 1 2 3

signo de =z + 1

++ =+ ++++

signo de 2z(x + 1) ; S
-2 -1 0 1 2 3

De esta forma, encontramos que Dom (f) = (—oo,—1] U [0,400). Notemos que
incluimos los valores —1 y 0 (extremos de los intervalos involucrados) ya que para
estos valores se anula la expresién 2z(x + 1) y por lo tanto forman parte del dominio
de f.

2. Dada g(z) = , su dominio esté formado por los z € R tales que 3z — /6 # 0.

x
3z — 6
Planteamos

6
30 —V6=0 <— x:\/?_

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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k y entonces Dom (¢g) = R — {*/Té}

Cuando la expresion de una funcién tiene mas de un término, podemos estudiar el dominio
de cada uno de ellos por separado, y luego el dominio de la funcion dada estara formado por la
interseccién de los dominios de cada término (esto es, los puntos en comin).

Ejemplo 3.1.2

1. El dominio de
2x 2

Jt(x)z?xr:—l+4—m7

estd formado por todos los niimeros reales tales que el denominador de estas expre-
siones sea distinto de cero.

e El denominador del primer término se anula cuando

1
3r—1=0 <— :E:§.

e El denominador del segundo término se anula cuando
4—r=0 <<= x=4.

A partir de esto concluimos que Dom (f) =R — {%, 4}.

2. Dada
r—1 2

+ ;
6x Vo +2

g(x) =
para encontrar su dominio planteamos

debe ser x # 0 para que no se anule el denomi-

> br=0 <= x=0 — . .
nador del primer término,

debe ser x # —2 para que no se anule el deno-
V4 2= =-2 — : .
v 0 — = minador del segundo término,

> r+220 <= zx>-2 — debe ser x > —2 para poder evaluar vz + 2.

Para interpretar esta informacién, podemos ayudarnos con el grafico de una recta
numérica sobre el que marcamos los resultados encontrados en cada paso del analisis:

/ z+2>0
\
— - — =+ 4+ + ++ + +
N N
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
~— ~—
TH#2 z#0

A partir de esta representacién concluimos que Dom (g) = (—2,0) U (0, 4+00).

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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3. El dominio de

222 — 5
W) = 722
x? —8

lo encontramos planteando 2> — 8 > 0 y v22 — 8 # 0, que se pueden combinar y
plantear una sola condicién

28>0 <=  (z2—VR)(z+V8) >0

——————— + +
x—\/§>0 <= x>\/§ ) 9 0 2| 1 signo de = — /8
V8
- =+ + 4+ + + + +
r+V8>0 <«— 1>-8 4 5 0 9 A signo de = + /8
-8
T ot
signo de (z — V8)(z + V/8) 4 Ty 0 5 | 4
-8 V8

\ Asi, encontramos que Dom (h) = (—o0, —v/8) U (v/8, +00).

Para conocer el valor de una funcién f en un punto zg € Dom (f), o equivalentemente, la
imagen de g al aplicar f, reemplazamos dicho valor en la férmula que la define. Por ejemplo,

o Si f(zr) =1 — 2* entonces el valor de f en z = —2 es f(—2) = 1 — (—2)*> = —3. Otra
forma de expresarlo es decir que la imagen de —2, al aplicar la funcién f, es —3.

=0.

o Dada g(x) =

20 —1 2.1 _1
- ,elvalorde genz =1 es f(3) = —45—
2

o ¢ Para qué valor (o valores) del dominio de h(x) = 2z —3 obtenemos como imagen y = —17
Esto es, buscamos valores de x tales que al aplicarles la funcién A obtenemos como
resultado —1. Planteamos

2t —-3=-1 <«— 2r=-14+3 <= z=1.

Asi, encontramos un tnico valor x = 1 para el cual h(x) = —1

En el ejemplo de los peces planteado al inicio de esta seccién, no tenemos una férmula para
reemplazar valores del dominio y calcular su imagen. Podemos decir la imagen de cada punto
del dominio a partir de la observacién del grafico. Por ejemplo, en la descripcion inicial dijimos:

> Inicialmente hubo 800 peces —  f(0) =800

> Un mes después de iniciado el estudio habia 900 peces —  f(1) =900

> A los 6 meses se alcanza la maxima poblacion de 1150 peces —  f(6) = 1150
> Al finalizar el estudio habia 1000 peces —  f(12) = 1000

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Los pares ordenados formados por un punto x en el dominio de f y su correspondiente
imagen: (x, f(z)), son los que determinan el grafico de f en el plano cartesiano. Estos son
los puntos que vemos en el grafico de los peces en el estanque. Veamos distintas maneras de
expresar en palabras esta informacién:

f(0)
f() — el grafico de f pasa por (1,900).
f(12) = 1000 — (12,1000) es un punto del gréfico de f.

800 —  (0,800) pertenece al gréfico de f.
900

La imagen de una funcién f es el conjunto de valores y € R que resultan de aplicar la
funcion f a los elementos de su dominio. Formalmente se define como

Im (f) = {y = f(z) € R: 2 € Dom (f)}.

No siempre es facil determinar la imagen de una funcién a partir de su férmula. En las siguientes
secciones veremos algunos casos particulares.

En el caso de problemas cotidianos, suele ser posible indicar la imagen de la funcién involu-
crada a partir de la informacién que se nos proporciona. La imagen del ejemplo de los peces
esta dada por las distintas cantidades de peces registradas. Vemos que

Im (f) = {800,850, 900, 1000, 1050, 1100, 1150}.

En el gréfico de una funcién, la imagen siempre se representa en el eje de las ordenadas (eje
vertical o eje y). En la siguiente seccién veremos més ejemplos de cémo determinar la imagen
de una funcién a partir de la observaciéon de su grafico.

Revisemos lo aprendido

1. Un avién se pone en marcha y luego de 5 minutos de maniobras para el despegue,
levanta vuelo. 15 minutos después de levantar vuelo, alcanza una altitud de 7000 m y
permanece a esa altura durante 5 minutos que es lo que le lleva atravesar una corriente
de aire. Luego de esto, continua su ascenso hasta alcanzar, 10 minutos después, la
altura de crucero (eso es, 10.000 m). Mantiene su vuelo en esta altitud durante 25
minutos para luego iniciar su descenso. Le lleva 15 minutos bajar hasta 3000 metros
de altura, y permanece alli 5 minutos, mientras coordina su aterrizaje con la torre de
control. Luego de este breve periodo, continua su descenso y 5 minutos después toca
tierra y llega a destino.

(a) ;Cudl de los siguientes graficos describe mejor a la altitud de este avién en funcién
del tiempo transcurrido desde su puesta en marcha, segin la informacion dada
en la descripcion anterior? En todos los casos, t esta dado en minutos, y h esta
dado en miles de metros (esto es, donde vemos h = 3 debe interpretarse h = 3000
metros).

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.
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real

10

20

40

60

20

40

60

30

(iii)

20

40

60

80

(iv)

ot

20

40

60

80

(b) Llamamos h a la altitud del avién (en metros), y ¢ al tiempo transcurrido (en

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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minutos) y suponemos que el grafico describe aceptablemente la altura del avién
en cada instante de tiempo. Responder las siguientes consignas, a partir de la
informacion dada y del grafico que la representa. Si es necesario, aproximar la
respuesta segtin lo que se observa en el grafico.
i. ;Cual es el dominio de la funcién h? ;Cual es su imagen?
ii. ;En qué instante (o instantes) t se alcanza una altitud de 5000 m?
iii. ;Cual es la altura del avién a los 45 minutos desde que se pone en marcha?
x
2. Dada g(z) = Cy— indicar en cada caso la opciéon verdadera.
x’ —

(a) El dominio de g es:

i. Dom (g) = [3, +00) iii. Dom (g) =3

ii. Dom(g) =R— {3} iv. Dom (g) =R — {3}
(b) El valor de g en x = —1,

i. esy:g(—l):—%, iii. esy = g(—1) :%,

ii. no es posible calcularlo, iv.esy=g(—1)=1

3. Hallar el dominio de las siguientes funciones y expresarlo mediante intervalos.

(a) f(z)= —22% + Va2 -9 (c) f(z) = 16

o — 22— 9x
) f)=Y20

4. Calcular, si es posible:

(a) El valor de f(z) =2z ++Vx—1lenaz=1.

_ r+1
(b) p(3), siendo p(r) = T

(¢) La imagen de z = v/2 al aplicarle la funcién g(z) = (z — 2)(x + 2).

(d) El valor z para el cual la funcién ¢(z) = ’ 5 toma el valor y = 2.
x j—

Algo mas sobre graficos. Intersecciones con los ejes cartesianos

Como lo ilustra la situacién planteada al inicio de la seccién, podemos representar graficamente
una funcién de variable real f en un plano cartesiano. Sobre el eje horizontal representamos los
valores del dominio de la funcién, mientras que en el eje vertical representamos los valores de
la imagen. Sobre este plano cartesiano dibujamos los distintos pares ordenados (z, f(z)) € R
Por ejemplo,

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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fla) = 25

-4 -3 -2 -1 | 1 2 3 4 5 6 Z

es el gréfico de f, cuyo dominio es R (Dom (f) = R). Resaltamos sobre el grafico un segmento
vertical sobre el eje y que ilustra el conjunto de valores que forman la imagen de f. Ademas,
marcamos uno de sus puntos: (—1,4), esto nos indica que f(—1) = 4. En otras palabras,
decimos que la imagen de x = —1 es y = 4, o bien que el gréfico pasa por (—1,4).

Y,

Consideremos el grafico de la funcién g. Aunque no
conocemos la férmula que la define, de la observacién

ot

del grafico podemos concluir que 4 g(x)
Dom (g) = [-2,3]; Im(g) =[-1,5]. 3
Ademas, vemos que g(—2) = —1y g(3) = 1.
Observemos que tanto en el dominio como en la i- 1
magen pusimos corchetes porque tener los circulos L
rellenos tanto al principio como al final del grafico, -3 —;/ -1 r 2 3 7
significa que esos valores estan incluidos. =1
—2
Graficos como el siguiente,
Y
(2,3) .
3 /,/ no corresponden a una funciéon ya que se
observan valores de x que estdan asociados
2 con mas de un valor en y). Por ejemplo,
1 sobre el grafico se muestra que a x = 2 le
corresponden dos valores de y, : y; = —1
xr € Yo = 3.

Ejemplo 3.1.3

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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En los siguientes ejemplos analizamos el dominio, la imagen y la representacion grafica de
distintas funciones reales.

Y,

1. La funcién dada por f(z) = 2z — 1 estd (3,/(3))
definida para cualquier nimero real, es decir
que Dom(f) = R. También Im(f) = R,
aunque en el grafico no podemos dibujarla com-
pletamente. El grafico de f es una recta. El
valor de f en x = 3 es

f3)=2-3—-1=5,

Asi, encontramos que el par ordenado (3,5)
pertenece al grafico de f.

2. La funcién g(x) = v/6 — 2z — 1 estd definida Y

para valores de x € R que cumplan la condicién

6—2r>0 «<— x <3. 1
| | (3,0)
Es decir, Dom (g) = (—00,3]. Su imagen es )

Im (g) = [~1,+00), lo cual deducimos a partir 0 1 \ &
del gréfico.

3. La funcién h(z) = — estd bien definida Y
x —
siempre que el denominador no se anule. Esto
es, & # 7y x # —/7. En el grafico marcamos
con cruces estos puntos. Tenemos entonces
1

Dom (h) = R — {—V7,V/7}.
Y a partir del gréafico se observa que r \
\ Im (h) = (—o0, —1] U (0, +00).

Un punto de interés, al momento de estudiar la representacion grafica de una funcion real,
es conocer sus intersecciones con los ejes cartesianos.

e Sobre el eje de las ordenadas, los puntos tienen la forma (0,y), y € R. Es decir que para
encontrar la interseccion con el eje y reemplazamos con el valor x = 0 en la férmula
que define la funcién. Asi, el punto de interseccién con este eje es P = (0, f(0)).

e Sobre el eje de las abscisas, los puntos tienen la forma (z,0), x € R. Entonces, para
encontrar la interseccién con el eje x igualamos la expresion de la funciéon a 0 y
despejamos los valores de x que satisfacen la ecuacion.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Ejemplo 3.1.4

Retomemos la segunda funciéon estudiada en el Ejemplo 3.1.3, dada por g(z) = /6 — 2z —1.
La interseccién del gréfico con el eje de las ordenadas (eje y) corresponde al par ordenado

P = (0, £(0)) = (0,V6 - 1).

Para encontrar la interseccién entre el grafico de esta funcién y el eje de las abscisas (eje
x) debemos igualar la expresién que define la funcién a 0. Esto es

5
0:\/6—255—1<:>\/6—2x:1<:>6—2x:1<:>x:5.

Asi, QQ = (§ O) es el punto en que el grafico intersecta al eje x (ver figura en el ejemplo

2 b)
Qnterior) )

Ejemplo 3.1.5

Veamos cudl es el dominio de

[ x+1
fle) = 22— 3x+ 2

y hallemos las intersecciones del gréafico de esta funcién con los ejes cartesianos.

Esta funciéon esta definida para valores de x tales que

z+1
——— 20 v? =3z +2#0.
72— 3z + 2 Y 27
Para analizar la primera de estas condiciones debemos factorizar el denominador y luego
hacer un estudio de signos. El discriminante de 22 —3x +2es A = (=3)?—4-1-2=1>0
por lo que la ecuacién z2 — 3z + 2 = 0 tiene dos soluciones

3+1 3—1

=y ) 2

Luego los valores 1 = 2,25 = 1 no pertenecen al dominio de f. Ahora,

r+1 S z+1

. 520 > 0.
% —3r+2 (x —2)(z—1)

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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P1130 s o3l - — T4

signo de = +1
' |
-2 -1 0 1 2 3

r—2>0 <= x>2 . [++ signo de = — 2
-2 -1 0 1 2 3
r—1>0 <= x>1 - !+++ signo de = — 1
-2 -1 0 1 2 3
signode—erl I ‘—i_‘—i_#_’—i_ -
(v = 2)(@~1) 2 -10 1 2 3
Entonces tenemos que Dom (f) = [-1,1) U (2, 4+00).
Para encontrar la interseccién del grafico de f con el eje y calculamos y = f(0) = %,

y asi el punto de intersecciéon es P = (0, %) :

Para hallar las intersecciones con el eje x buscamos las soluciones de f(x) = 0. Esto es,

r+1 z+1
=/ —— =0 = — =0 <= 1=0 <«— = —1.
@) =V 32 22— 3042 T v

Quego, el punto de interseccion es Q) = (—1,0).

En problemas concretos, las intersecciones con los ejes coordenados pueden proporcionar
informacion de interés particular. En la situacion planteada al inicio de la seccion, la interseccion
con el eje y es (0,800), lo que nos dice que al momento de iniciar el estudio (el mes x = 0)
habia y = 800 peces. El gréfico de este ejemplo no tiene intersecciones con el eje z, lo que nos
dice que los peces nunca se extinguieron (no hubo y = 0 peces).

Revisemos lo aprendido

1. Los siguientes graficos jcorresponden a funciones de la forma f: D — R? ;Por qué?

v, y y
1 " 1

% A~ 7
0 1 T “ { 0y |~ =

(a) (b) (¢)

Nota: El circulo vacio en el gréfico (¢) indica que ese punto no pertenece al grafico de
la funcién. El circulo pintado indica que ese punto si pertenece al grafico.
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2. Hallar el dominio de las siguientes funciones y sus intersecciones con los ejes coorde-
nados.

(a) flz) =3z —1 (b) glz)=vi—z—1 (@h@y—$_3

1 (@)
(a) el dominio y la imagen de esta funcién,
! (b) si es posible, f(3), f(-2),
Lo—y ’ ! (c) si existen, los puntos de interseccion
con los ejes coordenados.

3.2 Funcion lineal. Rectas

Una funcién lineal es una funcién f : R — R definida por la formula
f(z) =az +0,

donde a y b son nimeros reales.

El grafico en el plano cartesiano de una funcién lineal es una recta no vertical de ecuacion
y = ax + b.

El valor a es la pendiente de la recta y mide la inclinacién de la misma. Si la pendiente es
positiva la recta es creciente, si a = 0 la recta es horizontal y si la pendiente es negativa la recta
es decreciente. El valor b en la ecuacion de la recta es la ordenada al origen y nos indica el
punto en que la recta intersecta al eje y. Notemos que b es el valor que resulta de reemplazar
en la funcién con x = 0. Es decir

flz)=ax+0b — b= f(0).
Asi, el punto de interseccién de una recta con el eje y tiene coordenadas (0,b).

En los siguientes graficos se muestran rectas de la forma y = ax + b considerando pendiente
positiva, cero o negativa, y en cada caso se marca con un punto la ordenada al origen.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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0.0) (0,b) v\

onr— "

a>0 a=20 a<0

e Sila pendiente de la recta no es cero, el grafico intersecta al eje x, como se puede observar
en los grafico anteriores (casos a > 0y a < 0). De acuerdo a lo visto en la seccién anterior
resolviendo 0 = ax + b, obtenemos que el punto de interseccion con el eje x de una recta
no horizontal es (—g, 0) :

e Si la pendiente de la recta es cero el grafico no intersecta al eje x como se puede observar
en el grafico anterior (caso a = 0), salvo que la recta sea exactamente y = 0 (es decir
a =b=0) y en este caso la recta intersecta infinitas veces al eje x. Escribimos los puntos

de interseccién como (xg,0), con xy € R.

Ejemplo 3.2.1

A continuacién estudiamos la funcién lineal f(x) = —3x + 2. Nos interesa representarla
graficamente en el plano cartesiano, indicar su dominio y su imagen y calcular los puntos
de interseccion con los ejes coordenados.

La ecuacién de la recta es
y = =3z + 2.

Para graficarla es suficiente encontrar dos puntos de la recta.

> Si z = 0 entonces y = 2, que es la ordenada al origen. Luego P = (0, 2) pertenece a
la recta.

> Siz =1 entonces y = —3 -1+ 2 = —1, asi encontramos el punto M = (1,—1) que
pertenece a la recta.

Ubicando los puntos anteriores en el plano podemos graficar la recta que los contiene. Se
observa claramente que

Dom (f) =R, Im(f)=R.

La interseccion con el eje y es el punto P = (0,2), y
si resolvemos la ecuacion

0=—-3z+2, I\ g

obtenemos el punto de interseccién con el eje x, que

— (2
resulta ser () = (3,0). y=—3x+2
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La ecuacién de una recta puede estar dada en forma implicita
my +nx +d =0,

en este caso debemos despejar la variable y para obtener la ecuacion de la recta. Luego, si
m # 0 resulta

n d
y=——x— —.
m m
Sim =0yn # 0, la solucién de la ecuacién nx+d = 0 es un valor de x constante (93 = —%)

que abreviamos de la forma x = ¢, con ¢ € R. El gréfico correspondiente es una recta vertical.
Esta ecuacion no se corresponde con ninguna funcién real ya que al valor x = ¢ se le asocian
todos los valores de y € R.

Por ejemplo,

o La recta 3z — 2y + 4 = 0 esta dada en forma implicita. Para poder decir cudl es el valor
de la pendiente y cual de la ordenada al origen, despejamos y

—3x—4:> _3 49
9 y=3*

—2y=0-3r—4=—=y=
En este caso, la pendiente es % y la ordenada al origen es 2.

o La recta 2z 4+ 3 = 0 estd dada en forma implicita. En este caso la variable y no aparece.
Al despejar = nos queda: = = —% que es una recta vertical y no es funcién ya que el
mismo valor de x toma los infinitos valores de .

Observacion 8

Recordemos que si queremos ver si un punto pertenece a una recta basta con reemplazar las
coordenadas del punto en la ecuacién (dada en forma implicita o explicita) y ver si se satisface
la misma. Por ejemplo, si queremos ver si el punto (1, —1) pertenece a la recta 3x — 2y +4 = 0,
reemplazamos a x por 1y a y por —1,

3.1-2-(-1)+4=3+2+4=09.

Como 9 # 0 concluimos que el punto no pertenece a la funcién dada.

Revisemos lo aprendido

1. Determinar la pendiente y la ordenada al origen de las siguientes funciones lineales.

(a) f(x) =3z +1, (¢) flz) = —4x,
(b) f() = —50+2, @ (@)=L

2. Para cada una de las rectas dadas a continuacion se pide: calcular los puntos de
interseccién con los los ejes coordenados, graficar e indicar dominio e imagen.
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(a) y =2z -3, (c) y =3,

(b) 5z 42y —1 =0, (d) —5z+3y—2=0.

3. Indicar si los puntos A = (2,3), B = (3,1) y C = (—2,1) pertenecen a la recta de

ecuacion y = %x — 1.

Ecuacion de una recta a partir de datos

En algunos casos no contamos con la ecuacién de la recta, pero podemos deducirla a partir de
distintos datos conocidos. Nos podemos encontrar con alguna de las siguientes situaciones.

1. Conocemos la pendiente a y un punto (xg,yo) que pertenece a la recta.

Si el valor de la pendiente es a entonces la ecuacion de la recta esta dada por

y =ax +b.

Nos falta encontrar el valor de la ordenada al origen, pero sabemos que la recta pasa por
el punto (xg, o) entonces reemplazamos en la ecuacién anterior, a x por xy y a y por yo.
De esta manera nos queda una ecuacion donde la incégnita que tenemos que hallar es b.
Despejamos b y finalmente escribimos la ecuacién de la recta con el valor de a dado y el
valor de b encontrado.

Otra forma de resolver esta situacion es usar directamente la férmula que estd dada por

y = a(x — xo) + Yo

2. Conocemos dos puntos (zo,vyo) y (z1,y1), con xg # x1, que pertenecen a la recta.

Podemos calcular la pendiente de la recta como

Y1 — Yo

Tr1 — X )
Con la pendiente y los puntos de la recta, de acuerdo al inciso anterior, la ecuacién resulta

y = a(x — x) + Yo 6  y=alr—mr)+y.

Observemos que la férmula de pendiente dada es igual al cociente del desplazamiento vertical
(en la coordenada y) sobre el desplazamiento horizontal (en la coordenada z) entre dos puntos
de una recta.
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Y, Y,

&‘

a=N"Y% _ _H~Hh
Tr1 — X Tr1 — X
Tr =X y

Si conocemos dos puntos por donde pasa la recta, pero
las coordenadas de x de estos puntos coinciden (es decir
x9 = x1) no podemos aplicar la férmula dada ya que oM
estariamos dividiendo por x1 — xg = 0.

En este caso no hay que hacer ninguna cuenta, la
ecuacion de la recta buscada esta dada por z = g, y su To| 0 T
grafico es una recta vertical. o--117

Ejemplo 3.2.2

Hallar la ecuacion de la recta a partir de los datos que se dan en cada caso.

1. Tiene pendiente —% y pasa por el punto (—3,2).
Como la pendiente es —%, la ecuacién de la recta va a estar dada por

1
= —— b.
Y 2x+

Ahora, como sabemos que pasa por el punto (—3,2), reemplazamos en la ecuacién
anterior a x por —3 y a y por 2, obtenemos una ecuacion para poder despejar b

3 3 1

Luego la ecuacion de la recta buscada es y = —%x + %

2. Pasa por los puntos P = (=2,1) y Q = (—1,7).

Como no coinciden las coordenadas de x podemos aplicar la férmula dada en el caso
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2 para hallar el valor de la pendiente

7T—1 6
= a=-=—=a=06

R ;) 1

Luego reemplazamos en la féormula del caso 1, usando el valor de la pendiente hallada
y cualquiera de los dos puntos (el resultado es independiente del punto elegido)

y=6(zr—(-2)+1=y=6x+12+1=y=06x+13
3. Pasa por los puntos A = (—1,-3) y B = (—1,5).

En este caso no podemos aplicar la formula del caso 2 para hallar la pendiente, no

\ hay que hacer cuentas, la recta es vertical y su ecuacién es x = —1.

Las funciones lineales también nos sirven para representar situaciones problematicas.
Ejemplo 3.2.3

En algunos paises la temperatura se mide en grados Fahrenheit (°F). En esta unidad de
medida el agua se congela a 32°F y el punto de ebullicion se alcanza a los 212°F. Sabiendo
que la relacién entre °F' y °C' es lineal, jcudl es la férmula que expresa la temperatura en
grados Celsius en funcién de la temperatura dada en grados Fahrenheit? Haciendo uso de
la relacién encontrada responder

1. ;Cuél es la temperatura en grados Celsius que corresponde a 51,26°F'?

2. (Cudl es la temperatura en grados Fahrenheit que corresponde a 18°C'?

Llamamos y a la temperatura dada en grados Celsius y x a la temperatura dada en
grados Fahrenheit. Buscamos entonces una funcién lineal de la forma y = f(z) = ax + b.

Para determinar los valores de a y b debemos utilizar los datos proporcionados por el
problema y relacionarlos con datos conocidos: en grados Celsius, el agua se congela a 0°C’
y entra en ebullicion a 100°C. De esta forma, conocemos dos puntos que pertenecen al
grafico de la funcién lineal buscada: P, = (32,0), P, = (212,100). Utilizando la férmula

para la pendiente tenemos

100 -0 )
a=—-=—.
212—-32 9
Calculamos b reemplazando P; en la ecuacién de la recta
5 5 160
=— b = 0==-324b — b=—.
Y=gt 97" 9

Luego la funcién lineal buscada es
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Para responder a las preguntas planteadas simplemente reemplazamos el valor dado en
la formula encontrada.

1. La incognita es el valor en grados Celsius, es decir el valor de y. Reemplazamos
entonces con x = 51,26 y resulta

5 160  256.3 — 160
= 251,96 0 = 22
y=792% 9 9

Es decir que 51, 26°F" equivalen a 10, 7°C.

= 10,7.

2. En este caso, el valor buscado es el de la variable x y el dato es el valor y = 18.

1 1
18:§x—@ — x:(18+§>:g:64,4.

\ Es decir que 18°C equivalen a 64,4°F.

En algunos casos, las variables involucradas en el problema no pueden tomar cualquier
numero real. Por ejemplo, si estudiamos las ganancias de un comerciante en funcién de la
cantidad de productos vendidos, la variable asociada a los productos vendidos debera ser un
numero natural. Es decir, no tendremos una funcién f : R — R. Aun asi podemos modelar el
problema, sin olvidar estas restricciones que le dan sentido a la situacion.

Ejemplo 3.2.4

Una empresa de catering ofrece un servicio que tiene un costo fijo de $1250 més $170 por
persona. El salén tiene capacidad para 180 personas.

1. Encontrar una funcién que establezca el costo del servicio en funciéon de la cantidad
de personas.

2. (Cudl es el dominio de esta funcién? Dar una representacion grafica de la misma.
3. (Cuadl es el costo del servicio si asisten al evento 85 personas?
4. Si el costo de un evento fue de $21.310 jcudntas personas asistieron?

5. ;Es posible que el costo de un evento haya sido, exactamente, de $25.0007
Vamos a llamar p a la cantidad de personas, y C' al costo del servicio.

1. La relacion entre costo y cantidad de personas esta dada por

C(p) = 170 p + 1250.

2. El dominio de esta funcién es el subconjunto de los nimeros naturales menores o
iguales a 180 (que es el nimero méximo de personas que entran en el salén). Es
decir,

Dom f =1{1,2,3,...,180} = {p € N: p < 180}.

Gréficamente tenemos un conjunto finito de pares ordenados (p,C(p)). Marcamos
algunos de ellos en el plano cartesiano y los unimos con una linea punteada.
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C
31.850 e

21.650 e-
11.450 Le”

1250+~ >
0 60 120 180 p

3. Para saber el costo del servicio para 85 personas, reemplazamos en la ecuacion con
p = 85.
C'(85) = 170 - 85 + 1250 = 15.700.

Asi, para 85 personas el costo del servicio es de $15.700.

4. Si el costo de un evento fue de $21.310, reemplazamos con este valor en el lugar de
la variable C'.

21.310=170p+ 1250 = p=(21.310—1250): 170 = 118.

Entonces, podemos afirmar que al evento asistieron 118 personas.

5. En este caso tenemos
25.000 =170p+ 1250 — p= (25.000 — 125()) 1170 ~ 139, 70.

Este valor de p no tiene sentido en el contexto del problema que estamos estudiando.

Luego un costo exacto de $25.000 no es posible. Puede ser que en un evento de 140

personas, cuyo costo seria C'(140) = 170 - 140 + 1250 = 25.050, la empresa decida
\ redondear el precio a 25.000.

Hallar la ecuacién de la recta a partir de diferentes datos, también nos sirve para determinar
si tres puntos del plano estan ubicados sobre la misma recta. Veamos el siguiente ejemplo que
muestra una forma de resolver tal situacién.

Ejemplo 3.2.5

Determinemos en forma analitica si los puntos A = (3,2), B= (-1,-2) y C = (=2,—-1)
estan alineados.

Una forma de resolver este problema es encontrar la ecuacion de la recta que pasa por
dos de estos puntos y luego verificar si el punto restante pertenece a esta recta. Empecemos
entonces buscando la ecuacion de la recta yap que pasa por A y B. La pendiente de esta

recta es
—2-2 8 ( 3) 16
a = = —— . —_— — —_
—1 —% 3 2 9

y con esto ya conocemos la pendiente y un punto que pertenece a la recta (por ejemplo A).

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Entonces la ecuacion de la recta es

16( 1)+2 16, 10
=—\|x—= =—x+ —.
Yap =g 2 9 9

Veamos si el punto C' = (—2,—1) pertenece a la recta yap, es decir si al remplazar

x = —2 en la ecuacién obtenemos y = —1. Reemplazamos x = —2 y encontramos
16 10 22
=— (-2)+ —=—=——# —1.
y=75 =2+ g 7

Quego C' no pertenece a la recta y4p y por lo tanto los tres puntos no estan alineados.

Revisemos lo aprendido

1. Hallar la ecuacién de la recta a partir de los datos que se indican en cada caso.

(a) La pendiente es 2 y pasa por el punto (—2, %)

(b) La pendiente coincide con la de la recta 4z — 5y = 2 y corta al eje = en 2.
c¢) Pasa por los puntos (3 5) y (—1, —%)
)

( )9
(d) Pasa por los puntos (3, —4) y (5, —4).

2. Determinar, analiticamente, si los puntos M = (3, 5) , N = (—1, —%) y P = (%, —%)
estan alineados.

3. El servicio de energia eléctrica urbana cobra, mensualmente a cada usuario, un monto
fijo de 12 ddlares a lo que adiciona un monto de 0,2 ddlares por kilovatios-hora con-
sumido ese mes.

(a) Encontrar una funcién lineal que modele el gasto que tendrda un cliente en un
mes en funcién de los kilovatios consumidos.

(b) Si este mes un usuario del servicio consumié 62 kilovatios-hora, ;jcudnto debera
pagar?

(c) Si el gasto de un cliente este mes fue de 23,6 délares, ;cuantos kilovatios-hora
consumi6?

Rectas paralelas y perpendiculares

Dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente o si ambas son paralelas al eje y. Si
ademas de la pendiente tienen la misma ordenada al origen las rectas son coincidentes.

Dos rectas de pendientes a; # 0 y as # 0 son perpendiculares si a; - as = —1, es decir, si

el valor de una pendiente es el opuesto e inverso del valor de la otra pendiente, ay = —-+

ar’
Si la pendiente de una recta es cero, es decir, si la recta es horizontal y tiene ecuacion

y = b, b € R, entonces dicha recta es perpendicular a cualquier recta vertical de ecuacion
r=c, ceR.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Ejemplo 3.2.6

Veamos como hallar la ecuacién de una recta paralela a y = —2z — 1 y que pase por el

punto (3,1).

Como la recta que buscamos debe ser paralela
a la dada, sabemos que la pendiente tiene que ser
la misma, entonces a = —2. Luego, la ecuacién de
la recta buscada es

3
y:—2<x—§)+1:>y:—2x+4

Mostramos a la derecha el grafico de las dos rectas
en un mismo sistema de ejes coordenados.

\ y=—-2r—-1
Ejemplo 3.2.7
Veamos cémo encontrar la ecuacién de la recta que corta al eje de abscisas en z = —2 y es

perpendicular a la recta 2z — 3y + 1 = 0.

Para encontrar la pendiente de la recta dada debemos despejar la variable .

2 1
20 —3y+1=0 <= 3Jy=2r+1 <+ y:§x+§.
Entonces la pendiente de la recta buscada es a = —%.
Y,
Ademas, la recta corta el eje de las abscisas en y = 2 T+ 1
xr = —2, y esto quiere decir que la recta pasa por 3 3
el punto (—2,0). Entonces, la ecuacién de la recta
buscada es 1
3 3 -
y:—i(x—(—2))+0:>y:—§x—3. 0 1 v
Mostramos a la derecha el grafico de las dos rectas 3
en un mismo sistema de ejes coordenados. y=—5&- 3

Revisemos lo aprendido

1. En cada caso, hallar la ecuacién de la recta que:

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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(a) pasa por el punto (1,3) y es paralela a la recta y = %x -2,
(b) es perpendicular al eje x y pasa por el punto (—1, —2),

(c) es perpendicular a la recta 2z + 3y = 4 y pasa por el origen.

2. Dadas las rectas
1
Lly:<k—§>x—1, Lgy:—Qkx+4

hallar el o los valores de k para que las rectas sean:
(a) paralelas,

(b) perpendiculares.

Interseccion entre rectas

Para resolver muchos ejercicios nos puede interesar saber la interseccion entre dos rectas Lj o,
si es que existe. Es decir, nos interesa un punto P = (xg, ) que pertenece a ambas rectas:

PELlyPELg.

Dadas dos rectas, se pueden dar algunas de las tres situaciones que muestra el gréafico a
continuacién. En el primer caso (gréfico de la izquierda) las rectas se cortan en un punto
P = (z9,90). En el segundo caso (gréfico central) las rectas son iguales, se las llama paralelas
coincidentes y se intersectan en todos sus puntos. En el ultimo caso (gréfico de la derecha) las
rectas son paralelas no coincidentes, y en este caso no se cortan, es decir, no tienen puntos de

interseccion.

Y, Yy

Si queremos hallar el punto de interseccién entre dos rectas, si es que este existe, necesitamos
averiguar cuando coinciden los valores de y, entonces igualamos las ecuaciones. Consideremos

el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.2.8

Veamos cémo hallar el punto de interseccién entre las rectas Ly y Lo dadas por

Li: y=-2— —; ngy:—ax.
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Buscamos un punto P = (zy, o) que pertenezca a ambas rectas. Esto es, que si lo reem-
plazamos en la ecuacion de cada recta se verifique la igualdad. Esto significa que el valor
de la coordenada y es el mismo en ambas ecuaciones. Por esto, la estrategia para encontrar
este punto es igualar las expresiones:

3,_0__1,
47 2 2
Ahora tenemos una ecuacién que solo depende 1 L,
de la variable x, despejamos:
3015 5 5 o e
17T T 1172
5 5 F
T 51 T 2
vd

Con este valor de x reemplazamos en alguna de las dos ecuaciones para encontrar el
correspondiente valor de y, aunque es conveniente reemplazar en las dos ecuaciones para
corroborar que el valor de y resultante sea el mismo.

3 5 1
Reemplazamos en Ly : y = 1 2 — 5 = —1. Reemplazamos en Ly : y = —5 2=—1.
De esta manera encontramos que las dos rectas se intersectan en el punto P = (2,—1), lo
Qual coincide con lo que se observa en el grafico.

Recordemos la féormula que nos permite calcular la distancia entre dos puntos del plano,
ya que la utilizaremos en algunos ejercicios. La distancia entre dos puntos A = (z9,v), B =
(71,71) € R? estd dada por

d((1, 1), (20, 90)) = /(21 — 0)2 + (31 — v0)?.

Esta férmula se deduce a partir del Teorema de Pitdgoras, y nos indica la medida del segmento
determinado por esos dos puntos.

Ejemplo 3.2.9
Consideremos las rectas dadas por
Ly:y=2x+4, Loy x4+ 2y =2.

Veremos que estas rectas determinan, junto con el eje de las abscisas, un tridngulo
rectangulo. Luego, haciendo uso de la férmula de distancia, calcularemos su area y su
perimetro.

Comenzamos buscando la ecuacién explicita de Lo, la cual resulta ser

1
Ly:x24+2y=2 <= 2y=2—1 <<= y:—§x+1.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Dado que las pendientes a; = 2y ay = —% de ambas rectas son opuestas e inversas, las
rectas son perpendiculares, es decir, se cortan formando un angulo recto.

Veamos ahora los puntos en que cada recta intersecta al eje z reemplazando el valor de
y por 0.

> Para L;, 0=2r4+4 — xr=-2.

1
> Para Lo, 0:—§x+1 — x=2.
Llamemos R = (—2,0) al punto del plano en que la recta L; intersecta al eje x, y
llamemos @ = (2,0) al punto en que se intersectan la recta Ly con este mismo eje.

Ahora, el punto P = (zg,y0) en el que se intersectan ambas rectas lo encontramos
igualando las expresiones para la variable y de cada recta, ya que en la interseccion estos
valores deben ser iguales. Asi

1
Yr, = YL, <= 2334—4:—59(:4—1

1
<= 21:—{—555:1—4
5

= 3 = 0
ST =— r=—-.
2 )

Con este valor de x podemos ahora encontrar el correspondiente valor de y reemplazando
en cualquiera de las ecuaciones de las rectas. Por ejemplo, al reemplazar en L, resulta

6) 12 8
y (5 + 5 1455

Si reemplazaramos en Ly deberiamos obtener el mismo valor.

r+22x+4) = 2
Y

or = —6 L
6

r = —=
D D

Reemplazando con este valor en la primera ecuacién resulta R Q
~ x
6 8 0 1 I

=2 4:2(——) 4=—. 2
Y T+ 5 + 5

Asi, P = (—g, %) es el punto en que se intersectan Ly y Lo.
A
Para calcular el perimetro y el area del triangulo PQ R necesitamos calcular la medida
de sus lados.

La medida del segmento RQ es muy simple de determinar sin necesidad de férmulas.
Tenemos |RQ)| = 4. Las medidas de los restantes lados de este tridngulo las calculamos
usando la férmula de distancia entre dos puntos de R2.
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o [PR| = d(P,R) = \/[—2— O]+ (0-8) -y, 8L

o170l - e = o~ ()] + (0-2) - BT _ts

Ahora podemos calcular el perfmetro del triangulo que, expresado en unidades de me-
dida genéricas u. m., resulta

4 8 12
P=4um. + g\/gum + g\/gum =4+ g\/gum

Aderrﬁ podemos calcular el 4rea del tridngulo. Si consideramos el lado PQ como base, el
lado PR nos da la altura del tridngulo y asi obtenemos

1 4 8 16
A= 3°F 5u.m. - : S5um. = gu.m.2
Otra forma de calcular el drea es usar como base el lado RQ, en este caso la altura es la
coordenada y del punto P, de esta manera

1 8 16
\ Az5-411.m.-—u.m.:—u.m.2

5 )

Revisemos lo aprendido

1. Hallar, si existe, el punto de interseccién entre las siguientes rectas.

(a) Ly:x—3y=1, Ly:2x+6y=4

(b) Ri: —2x+4=3y, Ry:y=—3x+3
(¢) Si:x—y=2, Sy:y+xz=x—y+6
(d) Th :2y=4x -3, Tp:4y—8r—12=0

2. Determinar a € R de modo tal que las rectas
Li:y=3d’ct—a, Ly:a+y=3x,

(a) sean paralelas no coincidentes,
(b) sean paralelas coincidentes,

(c) se corten en un unico punto.

3.3 Funcidon cuadratica. Parabolas

Una funcién cuadratica es una funciéon f: R — R cuya forma general es
f(z) =az® + bz +c,
donde a,b,c € R, a # 0 .
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El grafico de una funcién cuadratica es una parabola de ecuacién y = ax? + bx + ¢, con
un vértice, que en general notamos V' = (h, k) = (h, f(h)), y un eje de simetria vertical de
ecuacion z = h. El signo de a indica la concavidad de la pardbola: hacia arriba, sia > 0y
hacia abajo si a < 0, segin se observa en la figura.

Y,

En la Seccion 3.1 estudiamos, en forma general, las intersecciones del grafico de una funciéon
con los ejes coordenados. Ahora, para el caso particular de una funcién cuadratica de la forma
f(x) = ax®+ bx + ¢, encontramos que su grafico corta a eje y en el punto P = (0, f(0)) = (0, c).
Por otro lado, las intersecciones con el eje x serdn puntos de la forma (xg,0), siendo xy una
solucidn, si existe, de la ecuacion

0= az® + bz +c.

Los valores xy son llamados usualmente ceros o raices de la funciéon. Sabemos, por lo estudiado
en la Seccion 2.2, que pueden existir dos, una o ninguna solucién de esta ecuacién dependiendo
del signo del discriminante A = b? — 4ac. Asi, las pardbolas tienen dos, una o ninguna raiz,
como podemos observar en los graficos anteriores.

Desde un punto de vista tedrico, el dominio de una funcién cuadratica f es Dom (f) = R,
y su imagen depende del signo de a y del vértice V. Si el vértice tiene coordenadas V' = (h, k),
con h,k € R entonces

a>0 = Im(f)=[k +00),
a<0 = Im(f)=(—o0,kl.

En el contexto de un problema, el dominio y la imagen estaran determinados por la situacion
particular que se esté modelando con la funcién cuadratica. El siguiente ejemplo ilustra esta
afirmacion.

Ejemplo 3.3.1

Queremos hallar una funcion que relacione el area de un circulo con la medida de su radio.

En este caso, conocemos la férmula del drea del circulo. Si llamamos A al area y r al

radio, entonces A = mr2.

Podemos pensar esta férmula como una funcién, pues la férmula nos muestra que el area
depende del valor del radio. Esto es, dado un valor de radio (r: variable independiente)

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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podemos saber el valor del drea (A: variable dependiente). Asi, la funcién buscada es
A(r) = mr?,

y podemos decir que su dominio es R*, esto es r € (0,400), pues el valor del radio es
siempre positivo en un circulo.

Notemos que si miramos solamente la expresién que define la funcion, dirfamos que r
puede tomar cualquier valor real, positivo, negativo o nulo. Esto es, fuera del contexto
del problema dirfamos que el dominio de esta funcién es R. Sin embargo, el contexto del
problema limita el dominio a valores de r positivos.

\ La imagen de esta funcién también es R*.

Revisemos lo aprendido

1. Sea f(x) =z — 222 Hallar, si existe, un valor de z tal que f(z) = 1.

2. Sea f(x) =1 — 22 El valor y = 3, jpertenece a la imagen de f?

3. Hallar el dominio y la imagen de la funcién cuadratica cuyo grafico es una parabola
de vértice V = (—1,—-2) y que corta al eje y en y = —5.

Expresiones de la ecuacién de la parabola. Graficos

Existen tres formas equivalentes de presentar la ecuacién de una parabola, o bien la funcién
cuadratica correspondiente.

1. Forma polinémica.
2. Forma canonica.
3. Forma factorizada.

Analizamos a continuacion lo que cada una de ellas aporta al estudio de la funcién, asi como

el

paso de una a otra de las expresiones.
1. En forma polinémica la pardbola se expresa y = ax? + bx + ¢, a,b,c € R, a # 0.

Como ya mencionamos, a partir de esta expresién es inmediato indicar el punto en que
la pardbola intersecta al eje y: P = (0, ¢). También podemos encontrar las intersecciones
con el eje x haciendo uso de la férmula resolvente

—b+ Vb2 — 4ac . —b —/b% — 4ac
_— 5 2: .

2a 2a

T
Asi, por ejemplo, y = 2z* + x + 3 intersecta al eje y en P = (0,3), y no intersecta al eje
x ya que el discriminante A = 12 — 4.2 .3 = —23 es negativo.

2. En forma candnica la expresién de la pardbola es y = a(x — h)? + k, a,h,k € R, a # 0.

Esta expresién nos brinda explicitamente las coordenadas del vértice de la parabola:
V' = (h, k), asi como la ecuacién del eje de simetria: = = h.
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Dada una parabola en forma canodnica, para encontrar la forma polinémica basta desarro-
llar el cuadrado del binomio y agrupar los términos que corresponda. Por otro lado, dada
una parabola en forma polinémica, podemos encontrar su forma candnica a partir de un
completamiento de cuadrados. Esta estrategia consiste en sumar y restar un término
que transforma el binomio az? + bxr en un trinomio cuadrado perfecto.

b
ar’ +br+c = a<x2+—x)+c
a
— a_x2+bx+(b>2—<b>2 +c
N I a 2a 2a
F b\? b?
= a_m +EI+<%> +C_@
b\1? b2
R RE

De aqui se deduce que las coordenadas del vértice V' son

b b?
h——%, k’—C—E

Por ejemplo, dada la pardbola y = 222 + 12z + 19, tenemos

20+ 122+ 19 = 2(2°+6z) + 19

= 2(2®+6x+3°—3%) +19
2 (2* +6x+3%) +19—18
2(

—(=3)"+ 1,

de esta manera resulta

Luego la forma canénica de esta pardbola es y = 2[z — (=3)]* + 1 = 2(x + 3)* + 1, su
vértice es V = (=3,1) y su eje de simetria es x = —3.

. En la forma factorizada podemos encontrar dos situaciones distintas. Comunmente se
asocia a esta forma la expresion y = a(z — x1)(z — x2), a, 1,29 € R, a # 0.

Esta representacion nos indica explicitamente las raices de la pardbola: x; y x5. Asi las
intersecciones con el eje x son los puntos de coordenadas (x1,0) y (x2,0).

Sin embargo, no siempre las parabolas tienen raices. En el caso de no tenerlas, la forma
factorizada es la misma que la polindmica. Por ejemplo, y = 2% + 3 es una parabola
dada en forma factorizada. Maés ain, esta es también su forma polinémica y candnica.
Notemos que y = 22 + 3 = (z — 0)? + 3.

Dada una parabola en forma canénica y = a(z — h)? + k, para dar la forma factorizada
debemos encontrar sus rafces. Para eso despejamos z de la ecuacién a(x — h)* +k = 0.
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Veamos esto a partir de un ejemplo. Consideremos y = —2(z — 1) + 8.
—2(x—1%+8 = 0
r—1= \/1 & o =3,
(z—1)7° = 4
r—1=-V1 & z3=-1
De esta forma encontramos que y = —2(z — 1)2 + 8 = —2(z — 3)(x + 1). A partir de la

forma factorizada podemos también indicar la ecuacion del eje de simetria, dado que esta
recta pasa por el punto medio entre las raices. El eje de simetria entonces tiene ecuacion

T1 + X2
5

En el ejemplo anterior teniamos 1 = 3,25 = —1, y asi el eje de simetria es z = 1.

Para graficar una pardbola es necesario, por ejemplo, conocer el vértice V' y algin otro
punto que pertenezca al grafico.

Ejemplo 3.3.2

Consideremos f(r) = —z? + 2x — 3. Inmediatamente podemos decir que P = (0, —3) es la
interseccién del grafico de esta funcion con el eje y. Completemos cuadrados para encontrar
el vértice.

fx) = —(a2—22)-3 v
= (-2 +1-1)-3 o 1 2 7
- (x—2x+1)+1—3 oy
—(z—1)"— 2
34 p
De aqui concluimos que V' = (1, —2), el eje de 3
simetria es x = 1 y la parabola es concava hacia N :
abajo ya que a < 0. Mostramos a la derecha el l

Qréﬁco de la parabola.

Las funciones cuadraticas permiten modelar problemas, y los elementos que las caracteri-
zan (dominio, imagen, vértice, intersecciones con los ejes) proporcionan informacién particular
respecto del problema. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.3.3

Durante un juego de basquet, un jugador lanza la pelota a un aro amurado a una altura
de 3 m en una pared, y esta describe una trayectoria parabdlica dada por la ecuacién
y = —0,262% + 1,42 + 1,5, donde z indica la componente horizontal de la posicién de
avance (en metros) de la pelota hacia el aro e y indica su altura respecto del suelo (también
en metros). El jugador se encuentra a 4 m horizontales del centro del aro. Esto es, si
camina 4 m hacia el aro se ubicara justo debajo de su centro.

1. ;Cudl es el dominio de la funcién cuadratica y = f(z) que modela la trayectoria de
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la pelota?
2. (Desde qué altura la pelota inicia su trayectoria?
3. ;Cudl es la altura maxima que alcanza la pelota?

4. La pelota, jentra al aro?

Para responder a estas preguntas debemos entender qué informacion nos estan pidiendo
que recuperemos a partir de los datos iniciales, que en este caso son la ecuacién de la
parabola que dibuja la pelota en el aire, la distancia del jugador al aro y la altura del aro.

Una alternativa para resolver este problema es empezar haciendo un gréfico de la
situacién, luego interpretar adecuadamente este grafico y recuperar la informacion pedida.
Para graficar la parabola, necesitamos conocer su vértice y algin dato mas, por ejemplo
un punto de interseccién con alguno de los ejes.

Dado que el problema involucra nimeros decimales, hacer un completamiento de
cuadrados resulta mas dificil que utilizar la férmula para encontrar h (componente = del
vértice). Ademds, tomaremos valores aproximados pues los datos encontrados deben tener
sentido en el contexto del problema.

En la parabola dada tenemos
a=-—0,26; b=1,4; c=1,5;

de forma que
b 1,4 1
—_—— = ~2,7. Y
2a  2-0,26
Llamando f a la funcién cuadrética asociada a 14
la pardbola dada: f(z) = —0,2622+1,4x+1,5,
resulta

k= f(h) =~ f(2,7) o 4
=—0,26-2,7*+1,4-2,7+1,5~3 4.

h:

3 — aro

De esta forma tenemos una aproximacion real
V' del vértice tedrico: V = (2,7;3,4). 0 1 4 x

Ademas del vértice, tenemos que yo = f(0) = 1,5, lo que nos indica que la parabola
corta al eje y en (0;1,5). Con esta informacién podemos hacer el grafico que se muestra
en la figura.

Ahora debemos interpretar toda esta informacion en el contexto del problema.

Para empezar, x indica la componente horizontal de avance de la pelota, es decir, la
distancia de la pelota al jugador, por lo que sus valores deben ser positivos. La pelota
sigue una trayectoria cuadratica hasta llegar al aro (que estd a 4 m del jugador), dado
que unos centimetros después su comportamiento cambia pues choca contra la pared . Por
esto, respondiendo a la primera pregunta, el dominio que nos interesa para modelar la
trayectoria de la pelota es D = Dom (f) = [0, 4].

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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x = 0 indica que la pelota avanzé 0 m desde el lanzamiento, es decir que es el punto de
partida de la pelota, es el lugar donde se encuentra parado el jugador. Ahora, yo = 1,5 m
es la altura desde la cual la pelota inicia el movimiento. Queda asi respondida la segunda
pregunta.

Las coordenadas del vértice de la pardbola nos indican la altura maxima: k =3,4 my
la posicién en la que esta se alcanza: a x = 2,7 m del punto de inicio. Esto responde a la
tercera de las preguntas.

Por 1ultimo, nos preguntan si la pelota entra en el aro. El aro se encuentra en el punto
de coordenadas P = (4, 3), que corresponde a los 4 m que separan al jugador de la base
del aro y los 3 m de altura al que este se ubica. Entonces, para responder esta pregunta,
debemos saber si el punto P esta en la trayectoria de la pelota. Es decir, debemos ver si
P satisface la ecuacion de la pardbola. Reemplazamos = = 4,

y=—-0,26-4>+1,4-44+1,5=2,94~3

Qobtenemos y = 3, de donde podemos concluir que efectivamente la pelota entra en el aro.

Veamos un ejemplo de cémo obtener la ecuacién de una pardbola y su grafico a partir de
cierta informacion que se nos proporciona. En general, para resolver problemas de este tipo es
importante tener presentes las tres formas de expresar una parabola ya que cudl sera la mas
adecuada depende de la informacién que nos den.

Ejemplo 3.3.4

Queremos hallar la ecuacion de la parabola que pasa por el origen de coordenadas y tiene
vértice V = (2,4). Dado que tenemos la informacién del vértice, una forma apropiada de
abordar el problema es usar la forma candnica de la parabola y plantear

y=a(z —2)* +4,

de forma que debemos encontrar el valor de a.

Y,
V
El dato de que la parabola pasa por el origen de
coordenadas nos dice que O = (0,0) es un par
ordenado que satisface la ecuacion. Esto es, 5
0=a(0—-2)*+4 < —4=4da 1
<~ a=-—1 -
0 1 2 T
De esta forma, encontramos y = —(x — 2)? 4 4.

También en el contexto de problemas puede ser necesario encontrar la funcién cuadratica

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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que modela la situacion a partir de ciertos datos que se nos proporcionan. Veamos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.3.5

Consideremos los rectangulos cuya altura es dos unidades menor que la medida de la base.

1. Encontrar una funcién que relacione la medida del drea (en cm?) de uno de estos
rectangulos en términos de la medida de la base (en cm).

2. Indicar el dominio de esta funcién. Representar graficamente.

3. ;Cudl es la medida de la base de uno de estos rectangulos cuya area es 11,25 cm??
Resolvamos cada uno de los incisos anteriores.

1. Si llamamos x a la medida de la base, entonces la altura del rectdngulo medira z — 2.
Luego, el area A esta dada por

Az) = z(z — 2) = 2* — 22.

2. La representacion grafica de esta funcién es una pardabola. Pero la medida de la base
x no puede ser cualquier nimero real pues tanto la base como la altura deben tener
medida positiva. Entonces debe ser

r>0 vy z—2>0 <— x>2.

Asi, el dominio de la funcién es Dom (A) = {z € R : x > 2}. Para poder dibujar la
parabola buscamos el vértice V = (h, k), dado por

y las raices que son faciles de determinar,

r(r—2)=0 = =0 6 xz=2.

Y
Con estos datos podemos graficar la pardbola, te-
niendo en cuenta el dominio correspondiente a este 3
problema. Con linea punteada graficamos la parte 9
de la parabola que no corresponde al dominio de
la funcién para este problema particular. !

of 1 .2 3 x

71 S e~ <
v

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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3. Siel drea de un rectdngulo es 11, 25 cm?, entonces la medida de la base la encontramos

resolviendo
11,25 =2? -2z <= 2 —22x—11,25=0.

Esta ecuacién tiene dos soluciones,

—(=2)+/(-2)2—4-1-(-11,25) 247 9
T, = = :—:4,5;
2-1 2 2

—(=2) — \/(—2)2 —4-1-(-11,25) 2-7 5 95
2-1 o2 2 T
El valor x5 no tiene sentido en el contexto del problema pues la medida del lado de

un rectangulo no puede ser negativa. Luego, la unica solucién posible es xy = 4, 5.

To =

\ Asf la medida de la base del rectdngulo cuya 4rea es 11,25 cm? serd de 4,5 cm.

Otro punto de interés es el de encontrar la intersecciéon entre una recta y una parabola.

La estrategia en estos casos es la misma que la vista para la interseccion de rectas: igualar
las ecuaciones que las definen, siempre que tengamos una ecuacién explicita (esto es, que la
variable y esté despejada). El siguiente ejemplo ilustra esta idea.

Ejemplo 3.3.6

Queremos hallar los puntos de intersecciéon entre la recta 3y — 6x = 3 y la parabola
y=—(z—1)°+5.

Al igual que en el caso de interseccion de rectas, un punto de interseccién entre una

recta y una pardabola es un par ordenado(zg, yy) que satisface ambas ecuaciones. Por eso,
la estrategia que usaremos para encontrar estos pares ordenados es despejar y de ambas
ecuaciones e igualarlas, pues el valor de y de una de las ecuaciones debe ser el mismo que
el de la otra ecuacién. Equivalentemente podriamos despejar x en ambas ecuaciones e
igualarlas.

Para la recta, encontramos

Jy—br=3 <<= Jy=3+6r <<= y=1+42xz.

La ecuacion de la parabola ya tiene y despejada por lo que igualamos las dos ecuaciones
para encontrar, si existe, el o los valores de x:

1+20=—(r—10*+5 <= 1+22=—(2>-22+1)+5
— 1+2r=—-2"+22—-1+5
— 2°-3=0

— (z—V3)(z+V3)=0

de donde resultan dos valores de z: 1 = \/§; Ty = —/3.

Ahora, para cada valor de x debemos encontrar su correspondiente y, el cual encon-

tramos reemplazando en cualquiera de las dos ecuaciones. La ecuaciéon de la recta es la

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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mas simple de reemplazar, por lo que hacemos
y1:1—|—2\/§; y2:1—2\/§.
Asi, los puntos de interseccién son
Q1 = (z1,31) = (V3,1+2V3); Q2 = (2,2) = (—V3,1-2V3).

Yy

@

Para graficar la parabola, tenemos el vértice V = (1,5) y P
buscamos un punto mas por donde pase esta curva. Por

ejemplo, para z = 0, encontramos y = —(0—1)?+5 = 4. 9
Es decir, P = (0,4) es un punto de la pardbola. El 1
grafico de la recta y la parabola se muestra en la figura,
donde puede verificarse que los puntos de interseccion 0] 1 2 x
encontrados coinciden con lo que nos muestra e grafico.

Q2

\§

Revisemos lo aprendido

1. Unir con flechas las ecuaciones que representan la misma parabola.

Forma canénica Forma polinémica Forma factorizada

y = (r—2)> y=—x°— 6z —8 y=(r—2)?

2
y:2<x+%) _g y=a>—4r+4 y=—(r—2)(x—4)

y=—(x+3)*+1 y=22*+2x—4 y=2x+2)(r—-1)

1
2. Encontrar la forma canénica de la parabola y = —4x (m + 5)

3. Encontrar la ecuacién de la pardbola que tiene por raices x; = % y Tg = —%, y que
corta al eje y en y = 1. Graficarla.

4. El costo de producciéon C' (en délares) de un cierto articulo puede modelarse con la

funcion C(z) = ﬁxZ — 2z + 160, donde z es la cantidad de articulos producidos.

(a) Hallar el dominio de la funcién C en el contexto del problema y graficarla.

(b) Cémo se interpreta el vértice de la pardbola en este contexto? ;Qué informacion
proporciona?

(c) Si se producen 200 articulos, jcuél serd el costo de produccién?

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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D.

(d) Si este mes el costo de produccién de este articulo fue de 450 ddlares, jcudntos
articulos se produjeron?

(a) El punto @ = (—2,—1), jes un punto de interseccién entre la recta y = %x y la
pardbola y = (z — 2)? — 17

(b) Hallar, si existen, los puntos de interseccion entre la recta y = 1 —x y la pardbola
y = x(1 — x). Graficar la situacion.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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4 Razones trigonométricas

( Sintesis del bloque tematico \

En esta unidad revisamos los conceptos vinculados a las razones trigonométricas. Los princi-
pales temas a desarrollar son los siguientes.

1. El sistema sexagesimal y el sistema radial para la medicién de angulos.

2. Razones trigonométricas sobre tridngulos rectangulos y sus propiedades. Aplicacién a la
resolucion de tridngulos rectangulos.

\_ 3. Planteo y resolucién de problemas haciendo uso de las razones trigonométricas. )

4.1 El sistema sexagesimal y el sistema radial

Un dngulo a esta caracterizado por un par de semirrectas, que forn@ los lados del angulo, y
que tienen el mismo origen, llamado vértice. En la siguiente figura, OA y OB son los lados del
angulo o y el punto O es el vértice.

@ A

Si queremos medir la amplitud de un angulo podemos utilizar el sistema sexagesimal o el
sistema radial. En el sistema sexagesimal los dngulos se miden en grados (°), minutos (') y
segundos (). Un grado se obtiene al dividir un giro completo en 360 partes iguales, y tenemos
las relaciones

1° =60/, 1" = 60".
En el sistema radial, la unidad de medida es el radian. Un angulo de medida un radian es
aquel que abarca un arco de circunferencia cuya longitud es igual a la del radio. La siguiente
figura representa un dngulo o de medida 1 radidn (escribimos o = 1, es decir, usamos la letra
« tanto para indicar el nombre del dngulo como su medida).

B

Tenemos la siguiente equivalencia entre ambos sistemas de medicién: un dngulo de un giro
en el sistema sexagesimal mide 360° en tanto que en el sistema radial mide 2. De esta forma,

93



94 Bloque tematico 4. Razones trigonométricas

la relacion entre la medida de un angulo v dada en cada uno de los sistemas es

« (en grados)  «a (en radianes)
360° 2 ‘

Asi, por ejemplo, si queremos la medida en grados de un angulo a que en radianes mide
hacemos

Q@ 5 360° .
= = = = 30°.
360°  2r ‘T
O bien, si tenemos un angulo que mide 127°15’, calculamos su medida en radianes a partir de
12 o /
o 12715 a 2,22
2m 360°

Notemos que en este caso damos un valor aproximado de la medida del dngulo «, dado que su
medida exacta es un nimero irracional.

Tenemos también las siguientes relaciones destacadas.

« aq (65 Qa3 )y (673
Sistema sexagesimal 0 90° 180° | 270° | 360°
Sistema radial 0 %7‘(’ s %7? 2

Consideremos a continuacién una circunferencia de radio r» y un angulo a con vértice en el
centro de la circunferencia, como mostramos en la siguiente figura.

B

Si llamamos L a la longitud del arco de circunferencia L

de radio r determinado por un angulo de medida o dada A
en el sistema radial, entonces tenemos la relacion b

L=«o-r.

Ejemplo 4.1.1

Consideremos una circunferencia de radio r = 3 cm.
1. ;Cudl es la medida del arco determinado por un angulo central de 120°7

Para poder usar la relaciéon L = « -7 en primer lugar debemos transformar la medida
del angulo al sistema radial.

27 360°

«Q 120° 2
= — o = gﬂ'.

Ahora podemos calcular la medida del arco pedida

L=—-7m-3cm = 27 cm.

3

2. (Cudl es la medida del angulo central determinado por un arco de 10 cm?

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Tenemos

o =

L 10em 10
r 3cm 3
y esta medida estd dada en radianes. En el sistema sexagesimal el valor de « es

10
a= -2 .360° ~ 190°
\ 2T

Notemos que esto concuerda con la férmula ya conocida para la longitud (o perimetro) de

una circunferencia, pues en tal caso el angulo que abarca la circunferencia completa mide 27.
Ejemplo 4.1.2

La aguja que marca los minutos en un reloj de pared mide 9,5cm. Obtener la distancia
que recorre el extremo movil de esta aguja entre las 15:40 y las 18:25.

Miremos la situacion en los relojes.

En 2
horas la aguja dio 2 vueltas.

1 vuelta +— 360°,

2 vueltas «+— 2 x 360° = 720°.

Luego de 2 horas, el reloj marca las 17:40, en 20 minutos mas seran las 18:00 y en 25
minutos mas se cumplio la hora senalada.

En total pasaron 2 horas y 45 minutos, esto es

2horas +— T20°

1
15 minutos +— Zde hora +— - x 360° = 90°

45 minutos «— 3 x 15minutos <— 3 x 90° = 270°
En 2 horas y 45 minutos recorrié

720° 4+ 270° = 990°.

2 horas 45 minutos

Ahora, el problema nos pide la distancia recorrida y esto se refiere al arco de la circunfer-

encia. Usamos la férmula L = a(rad) x r, la cual requiere que el dngulo esté en radianes.
Para encontrar este valor, hacemos

990° 11 11
990° d d — 2m = — X 2m = —
expresado en ra 360° X2m = X 2w =
Concluimos que la distancia recorrida por el extremo moévil de la aguja es
11
\ L:?Wx9,5cm%164,15cm.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Revisemos lo aprendido

1. Expresar en grados, minutos y segundos sexagesimales la medida de un angulo que
en el sistema radial mide

(b) 2,5 radianes,

(a) =7 radianes, (c) &7 radianes.

2. Expresar en radianes la medida de un angulo que en el sistema sexagesimal mide
(a) 171°53" 14" | (b) 35°40/, (c) 70°1040".

3. Determinar el radio r de cada una de las siguientes circunferencias.

(a) a=125° L = b7 cm. (b) a = 4 radianes, L = 18 cm.
B L L
AP y
G

4.2 Razones trigonométricas. Triangulos rectangulos

A o
Dado un triangulo ABC vamos a indicar sus angulos interiores de la forma A, B, C, y sus lados

los indicaremos AB, BC'y AC.

Recordemos dos propiedades fundamentales vinculadas a los tridangulos. La primera de ellas
es valida para cualquier tridngulo y establece una relacion entre sus angulos interiores.

La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es
tgual a 180°.

Simbolicamente: A + B + C = 180°.

A

La segunda propiedad, vélida para tridngulos rectangulos (tridngulos que tienen un angulo
recto), es el teorema de Pitagoras.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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La suma de los cuadrados de los catetos de un tridngulo B
rectdngulo es iqual al cuadrado de su hipotenusa.
Simbdlicamente: |[AC|% + |CB|? = |AB|2. A o

A N
Para un triangulo ABC' rectangulo en C', como el de la figura, definimos el seno, coseno y

tangente del dngulo A (no recto) de la forma

. cateto opuesto  |BC| B

senA = - = —,
hipotenusa |AB|

~ cateto adyacente  |AC|

cosA = - = —
hipotenusa |AB|
A cateto opuesto |BC| A LA || C
tg A = =

cateto adyacente |AC|

Estas relaciones se denominan razones trigonométricas. Definimos también la secante,
cosecante y cotangente del angulo A de la forma
1

~ ~ 1 A
cosecA = ——, secA=——, cotg A = ~.
sen A cos A tg

AN

Observemos en primer lugar que

i |BCl _|BC| |AB| _ sen A
2T AC| T |AB| [AC|  cosA’

Ademas, a partir del teorema de Pitagoras se deduce lo que se conoce como relacién pitagorica

B 2 T\ 2 A2 L R 2 a5 2
Sen2A+cos2A:(@) +<@) :|AC| +|BC] _|AB| _

|AB]| |AB]| |AB|2 - [AB|]2

Veamos como se definen, de manera poco formal, el arco seno, arco coseno y arco
tangente de un nimero x € R.

e Dado z € [—1,1], el arco seno de x es un angulo 6 cuyo seno vale z.
En simbolos: arcsenz = 0 < senf = z.

e Dado z € [—1,1], el arco coseno de x es un angulo # cuyo coseno vale .
En simbolos: arccosz = 0 < cosf = x.

e Dado x € R, el arco tangente de z es un angulo 6 cuya tangente vale x.
En simbolos: arctgz = 0 & tgf = x.

Para calcular el seno, coseno y tangente de un angulo dado, asi como el arco seno, arco
coseno y arco tangente de un valor dado, usamos la calculadora cientifica. En general estos
valores no son numeros racionales por lo que vamos a utilizar aproximaciones.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Uso de calculadora

Para obtener el resultado correcto al calcular razones trigonométricas, es necesario ajustar
la calculadora al modo correcto de acuerdo con la unidad de medida del angulo.

1. Modo Grados: Si el dngulo estd dado en grados sexagesimales (°), la calculadora
debe estar en el modo DEG (Degrees). La mayoria de las calculadoras muestran
una indicacion en la pantalla, como “D” o “DEG”, para indicar que estan en el
modo de grados.

2. Modo Radianes: Si el angulo esta dado en radianes, la calculadora debe estar en
modo RAD (Radians). En este modo, la calculadora interpretara los valores de
angulo como radianes.

En la figura de la derecha se pueden ver dos
visores de calculadora de diferentes modelos.

En cada una se puede observar como aparece 1:MCKhIO Z:linel I:I
los modos. _g= Dea s Réd
53 E:Exx
TsSC1 Si1Horm

Ejemplo 4.2.1

Veamos, mediante un ejemplo, el paso a paso correcto para calcular el seno de un dngulo
dado. Lo mismo aplica al calculo de las restantes razones trigonométricas.

e Sinos piden calcular el seno de 60°, la calculadora debe estar en modo DEG:
> Seleccionamos el modo DEG en la calculadora.
> La tecla para calcular senos es sin. Escribimos entonces sin 60.

> El resultado sera \? que es aproximadamente 0, 866. Dependera del modelo de
la calculadora cual sea respuesta que muestre en pantalla.

¢ Si nos piden calcular el seno de %, que es el mismo dngulo que en el caso anterior

pero ahora en radianes, la calculadora debe estar en modo RAD:
> Seleccionamos el modo RAD en la calculadora.

> Escribimos sin(7/3).

\ > El resultado serd el mismo que para el ejemplo anterior.

Observacion 9

Si tenemos un angulo de 90° y calculamos su seno en modo radianes, la calculadora interpretara
ese 90 que le ingresamos como 90 radianes en lugar de 90 grados. Esto resultard en un valor
incorrecto, ya que 90 radianes es un angulo muy grande (més de 14 vueltas alrededor del circulo),
por lo que el valor de sen 90 radianes no es el mismo que sen 90°.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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Haciendo uso de las razones trigonométricas y de las propiedades enunciadas podemos re-
solver problemas que involucran triangulos rectangulos. Dado un tridngulo rectangulo, es sufi-
ciente conocer dos datos (ya sean dos lados o un lado y un éngulo), ademés del angulo recto, para
poder encontrar los restantes angulos y lados. Cuando hablamos de resolver un triangulo
rectangulo nos referimos a encontrar todos sus lados y todos sus angulos, a partir de ciertos
datos conocidos.

Veamos a continuacién, a partir de algunos ejemplos, como resolver un triangulo rectangulo.

Ejemplo 4.2.2

A . _ N
Consideremos un tridngulo ABC' rectangulo en C' y tal que |[AB| = 5,2 cm y B = 64°.
Veamos cémo encontrar la medida de los restantes lados y dngulos.

En primer lugar, conocemos dos angulos: B = 64° y C' = 90°. Luego el angulo restante
es

~

A =180° —64° — 90° = 26°.

Ahora,
BC N
SenA = ; \/
|AB]
BC '
sen26° = |5C] A 64 B
I 5,2 cm 5,2 cm
|BC| = 5,2cm-sen26° &~ 2,28 cm.

Para encontrar el lado restante podemos usar el teorema de Pitagoras, o bien alguna
de las razones trigonométricas. Por ejemplo,

g
Q

2,28 cm ~2,28cm
[AC]

tgA = |A_C| - tg 260

= tg26° = ~ 4,67 cm.

=
Q

\_

Ejemplo 4.2.3

A . - —
Sea ABC' un tridngulo rectdngulo en C', para el cual |AC| = 2,7 ecm y |BC| = 3,5 cm.
Calculemos el lado restante y sus angulos interiores.

Para encontrar la longitud del lado AB usamos el

B
teorema de Pitagoras,
|AB|* = |AC|?* + |BC|?
= (2,7cm)? + (3,5 cm)? 3,5cm
=19, 54 cm?.
Luego |AB| = 1/19,54cm? = 4,42 cm. Ahora, para C X A
; ,7cm

encontrar el angulo A usamos, por ejemplo, su tangente.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matematica. UNS.
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-~ |BC| 3,5cm
[AC|  2,7cm

~ 1,206 =—> A= arctgl, 296~ 52°21'.

Finalmente, el angulo restante resulta ser,

\ B~ 180° — 90° — 52°21' &~ 37°39'.

En el ejemplo anterior calculamos el angulo B usando el angulo hallado A y sabiendo que
la suma de los tres angulos interiores de un triangulo es 180°.

Observemos que, siempre que sea posible, es conveniente usar los datos dados en el problema
para calcular todo lo que se pida en vez de ir calculando a partir de los resultados obtenidos
para evitar errores, ya que lo calculado en otros incisos puede no ser correcto y en caso de usar
estos resultados vamos arrastrando los errores.

Ahora veamos como resolver un problema usando las propiedades de los triangulos y las

razones trigonométricas.

Ejemplo 4.2.4

Queremos calcular la altura de una torre si el angulo de elevacion disminuye de 60° a 30°
cuando un observador, que esta situado a x metros del pie de la torre, se aleja 90 metros
en la misma direccion.

Para resolver este tipo de problemas es conve- B
niente realizar un esquema grafico de la situacién.
De esta forma, volcando los datos sobre el gréfico, Y
podemos decidir mas facilmente qué propiedades
aplicar en base a lo que sabemos y a lo que quere- 60 30
mos calcular. ¢ T A 90 m

Llamamos y a la altura de la torre, dato que nos interesa calcular. Observemos que y es
la medida del segmento opuesto a los dngulos conocidos, y los restantes datos se encuentran
sobre el cateto adyacente a dichos angulos. Por esto, la razon trigonométrica que vamos a
usar es la tangente. Planteamos entonces

Y

tg60° = = — y=(tg60°)r~ 1,73z
x
[¢] y [}
tg30® = — — = (tg 30 90 ~ 0,58 51,96 m.
g T 90m y = (tg30°)(z +90m) = 0,58 z 4 51,96 m

Para poder hallar el valor de las incognitas, de la primera ecuacién despejamos x y encon-
tramos que x ~ 0,58 y. Con esta expresion reemplazamos en la segunda ecuacién, donde

resulta
y~0,58(0,58y) +51,96m — y~ 78 3m.

\Asi encontramos que la altura aproximada de la torre es 78,3 m.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matematica. UNS.
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Revisemos lo aprendido

1. Calcular
(a) El seno de § radianes, (c¢) El seno de 18°,
(b) La tangente de 30°, (d) El coseno de 1,2 radianes.

2. Calcular las razones trigonométricas de los angulos A, C, ABD y CBD del siguiente
triangulo y completar la tabla.

B - - - -
0 A C ABD | CBD
15 sen d
cm 12 cm cos
tg 6

A
3. Resolver el triangulo rectangulo ABC' indicado en la figura, para cada uno de los
siguientes casos.

~

C (a) A=42°, |AB|="7cm.
(b) |AB| = 43,9 cm, |AC| = 24,3 cm.

A B (c) B=55°, |AC|=12 cm.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.






1. Aritmética

1.1 Conjuntos numéricos

1. Para cada afirmacion, indicar si es verdadera (V) o falsa (F) y justificar.
(a) Todo nimero real es racional.
(b) Todo nimero entero es racional.
(¢) Todo numero real es irracional.
)

(d) Existen ntimeros racionales que no son enteros.

1.2 La recta numérica. Valor absoluto

2. Escribir, en cada caso, todos los nimeros enteros que verifican las siguientes condi-
ciones.
(a) Mayores que el opuesto de 101 y menores que —97.
2

(b) Mayores o iguales que —17 y menores que el inverso de —z.

(c) Menores o iguales que |2| y mayores o iguales que —/5.

3. Representar en una recta numeérica los siguientes conjuntos. Expresar con palabras de
qué conjunto se trata.

(a) A={aeN:a>3} (c)C:{c€R+:b<§}
(b) B={beZ:-3<c<4} 4

1.3 Niumeros reales. Operaciones combinadas

4. Calcular el valor exacto sin utilizar calculadora.

(a) =6-3—(=5)-[-9:(=3)]
(b) (—g)_l =245 () - [(%—1)_1+2]

(¢) 27" +87 1 +167" -2

03 (9

5. Indicar cuéles de los siguientes nimeros NO estan entre 2,47 y 2, 48.

245 ~
“— 248 V25437 0,4047!

8:m 2,4?

103



104 Actividades

6. Para cada afirmacién, indicar si es verdadera (V) o falsa (F) y justificar.
(a) El inverso de cualquier niimero entero es un nimero entero.
(b) El inverso de un nimero natural nunca es un nimero natural.
c¢) El opuesto de cualquier niimero entero siempre es negativo.
()
(a)

d) El opuesto de cualquier nimero natural es un entero negativo.
7. (a) Resolver las operaciones indicadas en cada caso
i. a=6,b=2 — Ja+b =....... la —b] = ...
la| + 6] = oo la| = [b] = oo
2 5
ii. a:§,b:§ — Ja+bl= . la —bl = .o
la| + 0] = ooeeen la| = [b] = oo
12
iii a:2,b:—g — Ja+b= . la —b] = ..o
la| + 6] = oo la| = [b] = oo

(b) Observando los resultados encontrados en el inciso anterior, ;podemos decir que para
cualquier par de nimeros reales a, b valen las igualdades

la+0] = la[ +[b] y |a—0b]=|a] —[b]?

8. Indicar cudles de los siguientes resultados son correctos y cuales incorrectos. En los casos
incorrectos, resolver correctamente el calculo planteado.

(a) > 3,93 !
=3t 3 EILINE T N
2+5 1 15
T+2 7 2 2 +5
) =57 4
@ 38 _ 3B _ 34
449 4 9 9 1 1.5
© 5757375 R
PRSI
1 4+6 _4 6
2+7 247 147 3:3 & 3
=== ) Se =22
4 5 475

9. Sean a, b, ¢ tres nimeros reales no nulos. Indicar en cada caso a qué es igual la expresion
de la izquierda.

= ... O GL:é
c
= ... O a:é
c

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.
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1.4 Potenciacion y radicacion

10. Decir cudles de las siguientes desigualdades son verdaderas (V) y cudles son falsas (F).
Justificar haciendo las cuentas correspondientes.

(a) (=2)° < (- ) (d) 2-(=2)* > =2 (-2)*
(b) (=2)° > - (e) 1= (=2)*>(-2)*: (-2)
(c) 2-(-2)* > —2-2° () (=2* +(-2)° > -2 (-2)

11. Indicar cudles de los siguieres cdlculos son correctos y cudles son incorrectos. Resolver
correctamente los cdlculos incorrectos.

(a) 81-49=92-7*=(9-7)? (d) V25-16 =52 - 42 = {/(5-4) =54
(b) 81449 =9*+7*=(9+7)*

(¢) vBT16= 57+ 44 =514 () VZ-0=14/2-3%=2-3

12. Resolver las siguientes operaciones sin usar calculadora.

-1 1
(a) 3<%+33)—2:'Z—1 © 7561
A (—=2)72:7
o) 12:5 @ 3_ 31 . (—2)3+\4/8_1
9 .,/ 8 2 1+4+272
2 27

13. Resolver utilizando la definicién y las propiedades de la potenciacion y radicacion.

(a) 271 .27%. 274 e o)
o) (77 7 0 (V¥5-9%)

(c) V2 Q'T/ﬁ e i -1 (g) (%)_g ’ (é)lo. V(—2)~1: (—2)72

14. Mostrar la validez de las siguientes igualdades sin utilizar calculadora.

(2) (4 €’/§>%+{ (6\3/5)2 3}9:24

5999 5999 5999 5999 5999
(b) /5999 4 5999 4 5999 4 599 4 .y

\3/51.493 + 51.493 + 51.493 + 51.493 + 51.493

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.
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15.

16.

17.

18.

1.5 Operaciones con radicales. Racionalizacién

Efectuar las siguientes operaciones e indicar a qué conjuntos numéricos pertenece el re-
sultado.

(2) 2- (1 +2v5) — (V5 — 2)? (©) (\/g_\/g).(\/g+\/6).%’
() (~v3-va)' - =20

. (@ (V3+v2) — (vV3-v2)"

Haciendo uso de las férmulas elementales de la geometria, calcular en forma exacta el
area y el perimetro de las siguientes figuras.

A
(a) ABC es un tridngulo isésceles, B
[AC| = 123 em,
|AB| = |BC| = 10v/3 cm. A C
A B
(b) ABCD es un rectangulo, I
43| = 4v2 m.
|BD| = 5v/2 cm. -
D c

(c) Los puntos A, B,C estédn sobre la
circunferencia de radio r = 3 y forman
un tridngulo isdsceles.

Racionalizar las siguientes expresiones y, cuando sea posible, operar algebraicamente hasta
obtener una expresiéon mas simple.

2v/3 + /2 3v/6 + 2v/2
V12 3v/3+2
1\ ! VTV VT+V5
o) (vi+ ) ) Vs T Vi— B
3 (0 2v3-1 V12
N 1+v3 1-+3

(a) (d)

()

1.6 Logaritmos, aproximaciones y notacion cientifica

Redondear cada nimero con 3 cifras significativas y ubicarlo entre dos niimeros enteros
consecutivos. Por ejemplo:
—2m ~ —6,283; —7<=21r < —6

L TmH2< ..

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.
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(b) 10In(7) ~. ... ... L .. <10ln(7)<....

(¢) V24+29/—20~....... : L <V2E2920< ...

(d) In(0,05) =2~ ....... ; ... <In(0,05) —2<....

19. Plantear y resolver cada uno de los siguientes problemas, dando una respuesta adecuada
al contexto.

(a) El valor de un tractor se devalia a razén de 8% cada ano que transcurre. Si su valor
al momento de comprarlo es de 38.000 ddlares, jcudl sera su valor al afio siguiente?

(b) La magnitud M de un terremoto se calcula mediante la férmula

 log(E) — 11,8

M
1,5

donde F es la energia liberada, medida en ergios. En el ano 2011, en Japdén hubo
un sismo que liber6 una energia de 2 x 10%° ergios. ;Cudl fue su magnitud?

20. Sean a = 7,4 x 10> y b = 4,9 x 10°.
(a) Expresar estos nimeros en notaciéon decimal.

(b) Indicar cudles de los siguientes cdlculos son correctos y cuales incorrectos. Resolver
correctamente los calculos incorrectos.

i. ab = 362.600.000.000 ii.a—b=2,5x%x1072 iii. 3b:a = 197,767

21. Sean a = 0,005 y b= 0,02.
(a) Expresar estos nimeros en notacién cientifica.

(b) Indicar cuédles de los siguientes calculos son correctos y cuales incorrectos. Resolver
correctamente los célculos incorrectos.

i ab=10" i 2a:b=5x10"2 i, b: (4a) =1 x 10

22. Sean
x = 10,0075 : 250; y="7,5x10"3 2z =10,75:25.000.
. Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera?
(a) y<ax =z (c) z<z<y (e) z<y<ux
(b) y<z<ux (d) z=z<y ) e=y==z¢

23. Plantear y resolver los siguientes problemas, haciendo uso de la notacién cientifica y dando
una respuesta acorde al contexto.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.
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(a) Calcular el nimero aproximado de glébulos rojos que tiene una persona, sabiendo
que tiene unos 4.500.000 por milimetro cubico y que su cantidad de sangre es de 5
litros (17 = 1.000.000 mm?). ; Qué longitud ocuparian esos glébulos rojos puestos en
fila si su diametro es de 0,008 milimetros por término medio? Expresar este valor
en kilémetros (1 km= 1.000.000 mm).

(b) Una vacuna tiene 100.000.000 bacterias por centimetro ciibico. ;Cuéntas bacterias
habréd en una caja de 120 ampollas de 80 milimetros ciibicos cada una?

(c) En una mina se extrajeron, en cierto mes, 3,7 x 10* kg de mineral y al siguiente se
extrajeron 4,2 x 10° kg.

i. ;Cuéantos kilogramos de mineral se extrajeron en total en los dos meses?

ii. ;Cudantos kilogramos més se extrajeron el segundo mes respecto del primero?

2. Algebra

2.1 Expresiones algebraicas. Operaciones. Factorizaciéon

1. Operar algebraicamente para obtener una expresién més simple.

(a) z(y+2z) +2y(y — 3) (¢) (a—2b)(b—a)+ (a—b)(a+b)
z —/3)? z++/3 ? )
(b) ( 5 ) _< +2 ) (d) (2:(:2—%) xQ—S(:c2+2)

2. Completar cada uno de los binomios (sumando o restando un término) para que resulte
un trinomio cuadrado perfecto. Expresar cada trinomio encontrado en la forma (a + b)?
con expresiones adecuadas de a y b. Por ejemplo,

9+ 12> + _4a* = (3 + 2d*)%

(a) 42® + 1+ =(__+_ ) (c) —dwy + 4y + =(___+_ )

(b) 22 — 8z + = ( + )2 (d) 9+ 24z + = ( + )?

3. Factorizar lo mas posible las siguientes expresiones.

(a) 52 — 62% — 2* (¢) 9a*+ 3a*
(b) 42’y — dwy® + o3 (d) z* — 64y?

2.2 Ecuaciones

4. Resolver las siguientes ecuaciones lineales.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemdtica. UNS.
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1 4r—6 3x —8 2t —9 x—4
2 — = — — = —
(a) 20 =3 =3 () 3 4 6 8
1 2—(1-— 2
(b)5—2(x+3):—§(4x+2) (d)%—le—gx

5. Encontrar, si existen, las soluciones de las siguientes ecuaciones cuadraticas y bicuadraticas.

(a) 2243 —22=0 (c) §x4+4x2—920
1 3 2
(b) 20 4 2o +1= a(x—2) (@) 201 16 = 82

6. Determinar el conjunto solucién de cada una de las siguientes ecuaciones y verificar el
resultado obtenido.

(a) (22 —=2)2=0 (d) (z2=25)(z+1)x=0
(b) 3(2? 4+ x+8) (x*> +5x) =0 (e) (z2+1)(12—2) =0
(c) <x2 - 3$2_ 1) (\/5:10 - 2\/5) =0 (f) (x4 - %) (2% — 32%) =0

7. Encontrar un valor de k£ de forma que
(a) x = —3 sea solucién de 5x + 3k = 1,
(b) x = /2 sea solucién de 222 + kx = 6,

(¢) & = —3 sea solucién de 3kz* + x = k.

8. Plantear y resolver los siguientes problemas.

(a) Después de un 20% de descuento, un proyector se vendié en $9600. ;Cuél es el precio
original del articulo?

(b) En un almacén hay un total de 270 latas de pintura de 5, 10 y 20 litros. Si el niimero
de latas de 5 £ supera en 28 unidades al de latas de 10 ¢, y las latas de 20 ¢ son el
doble de las de 10 ¢, ;jcuantas latas de cada tipo hay?

(c) La entrada a un cine cuesta 9 délares. En la dltima funcién se vendieron las tres
quintas parte de las entradas disponibles, lo cual reporté una recaudacion de 567
délares. jCuantas entradas quedaron sin vender?

(d) Cuatro socios de una empresa se reparten la ganancia de una operacién comercial de
la siguiente manera: a Eduardo le corresponde la tercera parte de lo ganado, a Jorge
las dos quintas partes de lo ganado y los $2420 restantes se los reparten Miguel y
Roberto en partes iguales. ;Cuadl fue la ganancia que dejé la operaciéon comercial?
., Cuanto recibi6 cada uno?

(e) Un empleado de un negocio de venta de electrodomésticos cobra un sueldo fijo de
540 délares més una comision de 5,5 dolares por cada articulo que vende. Su sueldo
del mes pasado fue de 792 ddlares. ;Cuantos articulos vendio?

9. Plantear cada uno de los siguientes problemas, resolver y verificar la validez de la respuesta
obtenida.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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(a) Hallar dos niimeros naturales consecutivos tales que su producto sea 9506.

(b) Hallar la medida del lado de un cuadrado sabiendo que al disminuir en 6 m uno de
sus lados, se obtiene un rectdngulo cuya area es 91 m?.

(c) Calcular las dimensiones de un rectangulo sabiendo que su base es tres centimetros
mayor que su altura y su drea 78,75 cm?.

¢--3x—2 __,
Calcular la medida en cm de las bases y la altura i
(d) del siguiente trapecio sabiendo que su area es de 2 . 2
34 cm?. v
--20+4 - >

2.3 Inecuaciones

10. Resolver las siguientes inecuaciones, graficar el conjunto solucién y expresarlo usando la
notacion de intervalo.

4—2
(a) 10—5;20 (0)3T$—9<3$+8—x
(b) =3z +1<5(x—3)+2 (d) 2=7>2(x—-1)—(3—2x)

11. Resolver las siguientes inecuaciones haciendo uso de las reglas de signos y expresar la
solucion en forma de intervalo.

(a) 2z —1)(z—=3) >0 (c) »* <«

9 1
) (-2 (4 1) <0 (@) 2 — (32)? > 0

12. Plantear y resolver los siguientes problemas.

(a) Hallar los valores de x para los cuales el drea x x
del cuadrado es mayor que la del rectangulo.

T 23 cm

(b) Se quiere alquilar un auto para un viaje y las opciones con que se cuenta son
i. un costo fijo de $ 100 al que se agrega $ 20 por km recorrido,
ii. un cargo inicial de $ 400 mds $ 17 por km recorrido.
. Cuantos kilémetros hay que recorrer para que la opcién ii) resulte la mas conve-
niente?
(c) El perimetro de un cuadrado es inferior a 30 cm. Si aumentamos cada lado en 2,5

cm su perimetro supera los 30 cm. ;jEntre qué valores se encuentra la medida de su
lado?

(d) En un examen de tipo multiple choice con 40 preguntas se suman 2,5 puntos por cada
respuesta correcta y se restan 0,5 puntos por cada respuesta incorrecta. ;Cuédntas
preguntas hay que contestar bien para obtener como minimo 40 puntos, si es obli-
gatorio responder a todas?

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
“Acompanamiento a las trayectorias iniciales. Matematica.” Departamento de Matemética. UNS.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

(e) El régimen de cursado de Andlisis Matematico I requiere obtener un promedio no
menor a 60 puntos entre las notas de los tres exdmenes parciales. Quienes no logran
ese promedio deben rendir un examen recuperatorio. Cada examen, parcial o recu-
peratorio, se puntia con un valor entre 0 y 100. Un estudiante obtuvo un 47 en el
primer parcial y un 68 en el segundo. ;Qué notas puede sacar en el tercer parcial de
forma de cursar la materia sin tener que rendir el recuperatorio?

Aclaracién: el promedio entre tres cantidades se calcula sumando estos tres valores
y dividiendo el resultado por 3.

2.4 Polinomios. Elementos y operaciones

Determinar los valores de a y b € R para que el polinomio
Q(x) = (3a — 6)2* + (4a — b — 9)z,
sea igual al polinomio nulo.

Hallar el valor de m en los siguientes polinomios para que se cumplan las condiciones
indicadas en cada caso.

(a) Plx)=23+222 —max y P(-1)=3,

(1) Q) =o'~ 32> ~m y Q()=2

(c) R(x) = —22+3Vbz—m y R(V5)=0.
Dados P(x) = 22? + 3x — 4y Q(x) = x — 3z% + 1, resolver las siguientes operaciones.
(a) 3P(x) —2Q(x) (b) (x—=1DQ(z) +aP(z)  (c) P(x)-Q(x)
Determinar cuales de los nimeros 1 =2, 19 = —1 y x3 = —5 son raices del polinomio

P(z) =223+ 2% -z — 1.

Hallar, si existen, las raices reales de los siguientes polinomios, indicando, en cada caso,
el orden de multiplicidad. Dar una expresién factorizada de cada polinomio.

(a) P(z) =22° + a* + 22, sabiendo que —1 es raiz.
(b) P(x)
(c) P(z)
(d) P(x) = (2* — 182% + 81)(x° + 4x3)
) P(z) = (2* — 25) (2% + 22 + 2)
) P(z)

€

f

3zt — 923 + 922 — 3z, sabiendo que 1 es una raiz.

Indicar, en cada caso, un polinomio P(z) de grado minimo con coeficientes reales que
cumpla las condiciones establecidas.

El uso total o parcial de este material estd permitido siempre que se haga mencién explicita de su fuente:
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(a) P(x) tiene por raices 1 = 0, x5 = i, x3 = 3 y 4 = —1, x4 es raiz de multiplicidad

dos. (Es tnico el polinomio P(x)?, justificar.

b) P(x) es un polinomio moénico que tiene por raices a xr = 1 y To = 4, ambas de
2
multlph(:ldad dos.

=2y

N —

(c) P(z) su coeficiente principal es —3 y sus raices son x; = 0, x5 =
Ty = —\/5.

(d) P(z) tiene por raices 1 = 2, x9 = —3 y su valor en x = 0 es 3.

2.5 Expresiones algebraicas racionales. Simplificacion

19. Operar algebraicamente, factorizar y simplificar al maximo las siguientes expresiones.

2 r+ 3 25 25
s By Py (d) (p+5+p—5>'<1_g?>
x?—1 x?+1 4
b _ .
(>m2+2x+1 2 4+ x (e) <x+x— >'(1+x2—4)

(©) ( V3 _ \/§>.\/§—\/§q2 6 — n? V6n
g+1 g—1 6 (0 Von+n2 6—2v6n + n?

20. (a) Verificar la validez de la igualdad —va—+a+b

v

(b) Usando el resultado anterior, operar algebraicamente y simplificar la expresion

b 1
(a+b) (vVa—+va+b) T Vary

21. Resolver las siguientes ecuaciones.

(a>x—3+x+3 229 (d) T +5 rT+5
50 —3 54z -3 x?—4
b = B
(b) 4 — 2 2+x+2—x () 12 —4x +4
?—4dr+1 2*—3z (z+1)(z+3) 22-1
(c) = -1 () =
rz—1 r—1 z+1 z—1

22. Resolver las siguientes inecuaciones haciendo uso de las reglas de signos y expresar la
solucion en forma de intervalo.

-1 -3z 1 72
a) ——— < 2, < —
(a) 1 —4x (c) x+2 x4+ 2
T+ 2 2 Sx
b > 1, d) —— > — )
(b) 2—x (d) T 2 4+6
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3. Funciones de variable real

3.1 Funciones: conceptos elementales

1. A partir de los graficos de las siguientes funciones

Y Y
4 4
2 2
-2 0 2 4 6 T -2 0 2 4 X
+—2 -2
—4 -4
f g
determinar, si es posible,
(a) el dominio e imagen de cada una de ellas,
(b> los valores f (4)7 f (_2>7 f(6)’ g(()), 9(4)7
(c) los puntos de interseccién de f y de g con los ejes coordenados,
(d) los puntos = del dominio de f donde f(z) = 2.
2. Para cada una de las siguientes funciones
422 —x 11—z
= - h pu—
gr)=5—r bl ="
determinar, si es posible
(b) los x tales que g(z) =0, (d) los z tales que h(z) > 1.
1
3. Dada f (z) = p— + 1, determinar los valores del dominio de f para los cuales
(a) fz) =0, (b) flx) =3, (¢) flx) < -1, (d) f(x) > 3.
4. Hallar el dominio de las siguientes funciones.
1 1 r+1 6x
() f&) =~ + (©) F) =G~ o

0) fla)= 2L @) flo) = (VI =T+ V7 =a)"

Ay — 22’
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4
T

(e) flz)=vV8—x+

1 2 _
Vito () f ()= Vo243

T

5. Determinar el dominio de las siguientes funciones.

1 1
Vi—z -3 90 = Tty
(a) ¢(Son iguales los dominios?

(b) Calcular, si es posible, f (—8) y g (—38).

f(x) =

6. Dada g(z) = az® — 3z + a, determinar, en cada caso, los valores de a para los cuales se
verifican las siguientes condiciones.

(a) 9(=2) =27,
(b) g intersecta al eje de las abscisas en x = —2.

7. En un laboratorio se toma la temperatura de una cierta sustancia a partir de las 8 de
la manana. Se obtiene la siguiente gréfica que modela la evolucién la temperatura (en
grados centigrados) a medida que transcurre el tiempo (medido en horas) desde iniciadas
las mediciones.

y-(en-°-C)

Z (en h)

Se supone que el modelo (la curva) refleja adecuadamente la temperatura en cada instante.
Para responder las siguientes consignas, puede ser necesario aproximar algunos valores a
partir de lo que se observa en el grafico.

(a) Hallar el dominio y la imagen de esta funcién, e indicar qué informacién refleja cada
uno.

(b) ;Cuaél fue la temperatura a la hora de haber comenzado las mediciones?

(c) Hallar las intersecciones de la funcién con los ejes cartesianos e interpretar esta
informacion en el contexto del problema.

(d) ;Hubo algiin momento en el cual la temperatura fue negativa?
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(e) ;En qué momento la temperatura fue de 3° C?

(f) {Cual fue la temperatura méxima que alcanzé esta sustancia y cudl la minima? ;En
qué instante se alcanzé cada una?

3.2 Funcion lineal. Rectas

8. Sabiendo que las gréficas corresponden a funciones del tipo f(z) = ax + b, asociar cada
condicién con su grafica correspondiente.

(a) a<0yb<O0, (b) a>0yb<0, (c) a<0yb>0, (d) a>0yb>0.

) Y Y, Y

N

/ \
fi f2 E Ja

9. Cuatro puntos A, B, C' y D pertenecen a la recta 3z —2y—6 = 0, sus abscisas son 4, 0, 2
y %, respectivamente. Determinar las ordenadas de los puntos. Representar graficamente
la recta y los puntos.

&V

2
10. Sea la funcién lineal f(z) = —37 + 5.

(a) Graficar e indicar el dominio y la imagen.

(b) Hallar f(6), f(—1)y f(0,75).
(c) Hallar a,b € Dom (f) tal que f(a) =30y f(b) = —14.
(d) Hallar los valores de € Dom (f) tales que f(z) > 9.

11. La humedad gravimétrica (HG) es una forma de indicar la humedad del suelo en un
campo. Para medirla, se extrae el agua de una muestra de suelo mediante evaporacion,
lavado y una reaccién quimica. La humedad gravimétrica del suelo depende del peso (mds
precisamente, de la masa) de la muestra cuando estd himeda y cuando estd seca.

En cierto campo, la masa de una muestra de suelo seco es de 197 gramos y su humedad
gravimétrica H es una funcién lineal de la m de una muestra de suelo hiimedo (dada en

gramos) dada por:

100

Esta funcién H representa el porcentaje de humedad del suelo.

(a) Indicar el dominio de H en el contexto del problema y graficarla. (Atencién: la masa
m de una muestra de suelo himedo ;puede pesar menos que cuando estd seca?).

(b) Sila masa de una muestra de suelo himedo es de 230 gramos, jcudl es el porcentaje
de humedad del suelo?
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(c) ;Cuél debe ser la masa de la muestra de suelo hiumedo para que la humedad H del
suelo alcance el 100%7

(d) Hallar (si existen) las intersecciones de H con los ejes cartesianos, e interpretar estos
valores en el contexto del problema.

12. Durante 48 dias se realiz6 un experimento con gallinas. Se determiné que durante ese
lapso el peso promedio es una funcion lineal del nimero de dias trascurridos. Sabiendo
que el peso promedio al inicio del experimento fue de 45 gramos y que 26 dias después fue
de 226 gramos, determinar la férmula de dicha funcién lineal y calcular el peso promedio
de las gallinas a los 35 dias.

13. En un parque de diversiones se paga una entrada y luego un adicional por cada juego
(todos los juegos tienen el mismo costo). Martin gasté $35 y utilizé 4 juegos, y Leonel
por utilizar 7 juegos gasté $50.

(a) Encontrar la férmula de la funcién lineal que relaciona el costo del paseo con la
cantidad de juegos que se utilizan. Representar graficamente dicha funcion.

(b) ;Qué representan la pendiente y la ordenada al origen en este problema?
(c) {Cuadl sera el costo de utilizar 6 juegos?

(d) Si se dispone de $70, jcudntos juegos se pueden utilizar?

14. En cada caso, hallar la ecuacion de la recta que

(—3,-2).
15. Hallar todos los valores de a,b € R de modo tal que las rectas
Ly:—3z+4+2y—4=0, Ly: 3ax+2y—b=0
sean

(a) paralelas y distintas, (b) coincidentes, (c) perpendiculares.

16. Determinar, en cada caso, el o los valores de k para los cuales la recta de ecuacién
krx+ (2k+1)y+3=0,

(a) sea vertical,

(b) tenga pendiente igual a —%7
(c) pase por el punto P = (k’ _§>’
)

(d) corte en un punto a la recta 4z + 2y = 7.
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17. Dada la recta y = mx + 4, determinar el valor de m para que el drea de la figura sea igual
a 24.

N T
18. Mostrar que los puntos A = (3,3), B = (11,5) y C = (8,17), son los vértices de un
triangulo rectangulo y hallar su perimetro.
19. Los pares ordenados
A=(1,3), B=(3,-2), C=(-1,-3), D=(-3,2),

determinan los vértices de un cuadrilatero.
(a) ¢{De qué tipo de cuadrildtero se trata?
(b) Calcular su perimetro.

(c¢) Encontrar las ecuaciones de las rectas que contienen a sus diagonales.
20. Hallar, si existe, el punto de interseccién entre los siguientes pares de rectas.

(a) L1 :3x—y=7, Ly:2x+y=4, (b) Ly :3x —y=6, Lg:6zx—2y=12

21. Encontrar las coordenadas de los vértices del romboide ABC'D a partir de las ecuaciones
de las rectas que contienen a sus lados. Calcular el perimetro de esta figura.

Y

Ll: y:5$—5, // /I l]2

C ./ '
1 11 -
L21iy:5$+€» 7//L4

22. Encontrar el area del tridngulo ABC' a partir de los siguientes datos.
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23.

24.

25.

> La recta Lo intersecta al eje de
las abscisas en (—2,0) y al de las ! B

ordenadas en (0,—1). N 1

> La recta L es perpendicular a Lo
y el punto (4, 1) pertenece a L.

3.3 Funcion cuadratica. Parabolas

Determinar analiticamente si los puntos

2
P1:(072)7 P2:(37_6)7 P3: <_27__)7

10
pertenecen al grafico de f(z) = 2% + 37 +2.

Si f(x) = 2kz? + 1 determinar, en cada caso, los valores de k de forma que

(a) la imagen de z = 1 sea y = 1, (b) f(—3) =5.

Relacionar cada una de las siguientes parabolas con la ecuacién correspondiente.

S

Y
4
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—(z-1)%-3 ) y=—(x+1)°+3 () y=4(x —1)>+3
L@—1)%+3 (d) y=(z—1)"+3 () y=(z+1)" -3

(a)

y
(b) v

26. Dadas las funciones cuadraticas

i f(z)=—ba* -3, iii. f(z)=a*—92+09,
1

ii. f(x)=a%+4x, iv. [ (z) = \/§<\/§x—1> (\/§I+1>'

a) expresarlas en forma canonica,

(
(b

determinar las coordenadas del vértice,

(
(d

)
)
¢) indicar la imagen de cada una de las funciones,
) hallar la interseccién con el eje v,

)

(e) verificar los resultados obtenidos mediante la representacion gréfica de cada funcidn.

27. Dadas las siguientes funciones cuadraticas

i f(x)=2*—12—20, iii. f(z)=2%—2x+4,
. 1, 2
i, f(z) = 32% — 42z + 147, iv. f(o)=30" -3

(a) Indicar, sin trazar la gréfica, el nimero de intersecciones con el eje de abscisas.

(b) En caso de ser posible, expresar la funcién cuadratica en forma factorizada.

28. Hallar los posibles valores de m de modo tal que
(a) f(x) = 2%+ mz + 4 tenga dos ceros reales distintos,
(b) g (z) = 22? — 2z — m no tenga ceros reales,

(c) h(x) = —2* — mz — 5 tenga un tnico cero.

29. Hallar, en cada caso, la ecuacion de la parabola que verifica las condiciones dadas.
(a) Pasa por el punto (1, —1) y su vértice es el punto V = (-2, 3).
(b
(c

(d) Tiene a x1 = V3 y 25 = —/3 como ceros y f (1) = 1.

Intersecta al eje y en el punto (0,3) y su vértice es el punto V = (1, 2).
Tiene a 1 = 2y x5 = 3 como ceros y cuyo grafico pase por el punto (0, 8).

)
)
)
)

30. Hallar, en cada caso, la ecuacién de la funcién cuadratica utilizando los datos indicados
en los graficos (a) y (b).
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Y, Y

4 I _I
e R e i

w ol 1 b x
(a) (b)
31. Hallar la ecuacién de la pardbola de vértice B sabiendo que A = (—3,0), O = (0,0) y el
A
tridngulo ABO es equilatero.
O
N1
32. Un fabricante encuentra que la ganancia G' obtenida por la venta de uno de sus productos
esta dada por
G(q) = —0,1¢* + 150¢ — 2.000
donde q es la cantidad de unidades vendidas de dicho producto.
(a) {Cudntos productos debe vender para obtener la maxima ganancia posible? ;Cuél
es esa ganancia maxima?
(b) Si en marzo la venta de este producto le dejé una ganancia de $48.000 ;Cudntas
unidades vendi6?

33. Una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba. La altura alcanzada por la pelota (h,
expresada en metros) en funcién del tiempo (¢, expresado en segundos), estd dada por la
siguiente funcion

h(t) =1+ 12t — 52
(a) ;Cudl es la altura maxima alcanzada por la pelota y en qué instante se alcanza?
(b) (En qué instante la pelota toca el suelo?
(c) (En qué intervalo de tiempo la pelota asciende? ;En qué intervalo de tiempo la
pelota desciende?
34. Se desea construir un gallinero rectangular, y se dispone de 80 m de cerco alambrado para

determinar sus lados.
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(a) Llamando by h a las medidas de los lados del rectdangulo, hallar una funcién h = f(b)
que permita determinar h en funcién de b.

(b) Hallar una funcién A = A(b) para modelar el area A del corral en funcién de b.
Indicar el dominio y la imagen de esta funcién en el contexto del problema.

(c) ;Para qué valor de b el area del corral serd la mas grande posible?

. Razones trigonométricas

4.1 El sistema sexagesimal y el sistema radial

. Completar la siguiente tabla.

Medida sexagesimal | 0° | 30° 90° 135° | 150° 240° | 270° 360°
Medida radial 0

T
Wl
ol
3
3
wlw
3

. Determinar la longitud del arco de una circunferencia de 5 cm. de radio, determinado
por un angulo con vértice en el centro de la misma, que mide 60°.

. Dos nifios juegan en un sube y baja que tiene una longitud de 5,5 m. Al subir uno de los
extremos de la barra recorrié un arco de 1,25 m. Calcular la medida radial del angulo
que describié dicha barra.

. Una pista de carreras tiene una curva en forma de arco circular. El radio de la curva es
de 50 m, y el angulo central asociado al arco es de 120°.

(a) ;Cuél es la longitud del arco de la curva?

(b) Si un automévil recorre esta curva en 5 s, jcudl es su velocidad promedio en ese
tramo?

Nota: La velocidad promedio se calcula haciendo el cociente (la divisién) entre la
distancia recorrida (aqui dada en metros) y el tiempo transcurrido (que lo damos en

segundos), es decir,
distancia recorrida

Vprom =

tiempo

y las unidades correspondientes son m /s (metros sobre segundos, lo que en el lenguaje
coloquial se dice metros por segundo).

4.2 Razones trigonométricas. Triangulos rectangulos

B
VAN R
. Dado el tridngulo ABC' rectdngulo en C', ;qué relacién
existe entre las razones trigonométricas del dngulo Ay
las del angulo B? C A

. Un jugador de futbol patea un penal derecho al centro del arco, y dandole a la pelota un
angulo de elevacion de 15°. El punto de penal esta a 11 metros de la linea del arco, y la
altura de este es de 2,4 metros. Suponiendo que la pelota se desplaza en linea recta hasta
llegar al arco, ;puede entrar al arco, o pasa por arriba del travesano?
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7. Calcular la altura que alcanza un barrilete que sostiene un chico a 80 cm del suelo, si la
cuerda tensada mide 35 m y forma un angulo de 35° con el piso.

8. Los brazos de un compas, que miden 12 c¢m, forman un angulo de 50°. ;Cuél es el radio
de la circunferencia que puede trazarse con esa abertura?

9. Un poste se quiebra. La parte superior se inclina formando con la parte inferior un
angulo de 70°. El extremo superior toca el piso a una distancia de 2,10 m del pie del
poste. Determinar la longitud del poste.

10. A partir del dibujo, hallar

A
(a) la altura h del tridngulo ABC,
(b) la longitud de los segmentos AC' y BC,
A
: (c) el area del tridngulo ABC,
A D C
(d) el perimetro.

11. Desde el lugar donde se encuentra Lucia, puede observar el extremo superior de una torre
con un angulo de elevacién de 32°. Si Lucia avanza 25 m en direccién a la torre, lo observa
con un angulo de 50°. Calcular la altura de la torre si la altura de Lucia es de 1,65 m.

12. En la cima de un cerro se ha levantado una antena de telefonia celular. Desde un punto
ubicado en el valle se miden los angulos de elevacion del extremo superior y la base de
la antena, obteniendo como resultado 57° y 42°, respectivamente. ;Cual es la altura del
cerro si la antena mide 80 m de alto?

A
13. Sabiendo que el tridngulo ABC' de la figura es B
isosceles, que AC mide 30 cm y que A = 30°.
Calcular la medida de los lados del triangulo E
A
rectangulo ADB.
0°
A C D
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