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Conexiones sobre fibrados principales

@ Sea GG un grupo de Lie actuando sobre una variedad () por
19:GxQ — Q tal que,

e m: (@ — /G un G-fibrado principal.

@ Sea g el algebra de Lie de G. El fibrado vertical V
estd definido para cada q € ) por

V(q) == Tl (q) = {€o(a) : € € g}
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Conexién sobre fibrados principales
Definicién

Una conexion A sobre un G-fibrado principal © consiste en
una eleccion de un subespacio Hor 4(q) C T,Q tal que:

(1) T,Q = V(q) ® Hora(q)
(2) Hora(q) es G-equivariante.

(3) Hora(q) depende de q de forma diferenciable.
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1-forma de conexién

Es decir, cada v, € T;Q se descompone de manera tnica como:

vg = €q(q) +vg — €q(q)

€V(q) €Hor a(q)

Definicién

Asociada a una conexion sobre un G-fibrado principal, se tiene
una 1-forma de conexion con valores en g

A:TQ — g
vg = &

donde vy — £ (q) € Hora(q)
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Teorema

La forma de conexion A de una conezion satiface las siguientes
propiedades:

(1) A((q)) =&, para todo £ € g
(2) A es G-equivariante.
equivalentemente, dada una aplicacion A :TQ — g que cumple

con las propiedades (1) y (2) define una tnica conexion cuya
1-forma de conexion es A.
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Conexion discreta

e () X Q una version discreta T'Q.
@ Sea la accién diagonal l?XQ(qO, Q)= (l?(QO), ng(ql)) sobre
QxQ.
° Vilg) = {(0,17(2)) €QxQ: g€ G}
e Para un par (go,q1) € Q X Q,
(90, 01) = (90,13 (q0)) - (0, 1)
——

——
eV, horizontal

Donde la composicién de un vertical y un par arbitrario
(con base en el mismo punto ¢g) esta definido por

(90,13 (20)) - (g0, a1) = (g0, I3 (q1))-

UNCU-CNEA-UNLP-CONICET



Conexion discreta
Definicién

Definicién

Sea Hor C Q x Q una subvariedad 12%® -invariante que
contiene la diagonal Ag C Q x Q.

Hor define una una conexion discreta Ag sobre el fibrado
principal ™ : Q — Q/G si (idg X 7)|Hor : Hor — Q X Q/G es
un difeomorfismo local inyectivo.

4
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Forma de conexién discreta
Definicién

Para cualquier (qo, q1) € 4, existe un tnico g € G tal que

(90, 01) = (0,13 (q0)) - (QOJgQﬂ(ql))
SN—— ——
€Va, €Hora,

Definicién

| A

Dada una conexion discreta Ay con dominio i sobre el
G-fibrado principal 7 : Q — Q/G, se define su forma de
conexion disreta asociada como

Ag:4cCc@QxQ — G
(0,q1) + g
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Teorema

Sea Agq una conexion discreta sobre el G-fibrado principal
7m:Q — Q/G con dominio L. Entonces, ¥V (qo,q1) € 4 y go,
g1 € G7

Aa(12 (90),12 (¢1)) = g1Ad(q0, a1)95 " (1)

Ademds, Hor 4, = {(q0,q1) € t: Aa(qo, q1) = e}.

Inversamete, dada una funcion suave A:U — G con

U C Q x Q un conjunto abierto que contiene a la diagonal
Ag C Q x Q y es invariante bajo la accion producto de G x G
en Q x Q, tal que la funcion A cumple (1), entonces

Hor :={(q0,q1) €U : A(qo,q1) = e}

define una conexion discreta con dominio U y con forma de
conexion discreta asociada A.
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Existencia de conexiones discretas

Sobre variedades de Riemann

Sea (Q, (;)q) una variedad de Riemann donde el grupo de Lie
G actua por isometrias y m: Q — Q/G es un G-fibrado

. , o ()
principal. Entonces, existe una conexion discreta A ? sobre .
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Conexion discreta trivial
Ejemplo

e Sea Q := M x GG, M variedad diferencial conexa y G un
grupo de Lie.

e Sea la G-accién sobre @ definida por I$(xz,¢') = (z, gg')
e Entonces p1 : Q — M es el G-fibrado principal trivial.

AS:Q x Q — G dada por
AZ((SL‘(),Q()), (ajl?gl)) = 91961

define una conexién discreta sobre el G-fibrado principal trivial,
A§ es llamada conexién discreta trivial.
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Curvatura

Definicién

Definicién

Sea 7 : QQ — Q/G un fibrado principal con una conexion A.
La curvatura asociada a la conexion A, se define como:

B(ug,vq) = dA(Hor a(ug), Hor 4(vq))

para ug, vy € T,Q).
Donde d denota la derivada exterior.
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Conexiones discretas simétricas

Definicién

Una conexion Ay definida por Hor C Q X QQ es simétrica si y
solo si (qo,q1) € Hor <= (q1,q0) € Hor.
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Curvatura de una conexion discreta

Definicién

Sea Ay una conexion discreta simétrica con dominio 4 sobre el

fibrado principal m: Q — Q/G. Sea
u3 = {(QO7Q1aQ2) S Q3 : (QZaQJ) € L(VZ,j = Oa 1a2}

Definimos la curvatura de Ag como By : UGB — G por

Ba(qo, q1,q2) := Aa(q2, q0)Aa(q1, 92)Aa(qo, q1)

Ay es plana si By = e sobre {43.
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Curvatura de la conexiéon discreta trivial
Ejemplo

@ Sea @ := M x G, M variedad diferencial conexa y G un
grupo de Lie actuando de manera trivial sobre Q).

o Entonces p1 : Q —> M es el G-fibrado principal trivial.

La conexién discreta trivial sobre el G-fibrado principal
AS((zo, 90), (1,01)) = 9195 "

Tiene curvatura:
Bi(qo,q1,q2) = A5(q2,q0)AG(q1,92)A5(q0, q1)
= (9095 ") (9207 ) (190 ")

= €
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Sucesion de Atiyah

Dado un G-fibrado principal 7 : Q@ — Q/G se tiene la siguiente
sucesion exacta de fibrados vectoriales sobre Q/G

0—35TQ/G 5 T(Q/G) — 0,

llamada Sucesion de Atiyah .

Donde g = (@ % g)/G.
Una conexion A sobre el G-fibrado principal induce un splitting,

0—§  TQ/G " T(Q/G) — 0
(m1,A) Xh
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Sucesion de Atiyah Discreta

Sean las acciones a izquierda de G sobre Q X Gy @ x Q de la
siguiente forma,

19%%(q,h) == (19(q), ghg™) y 19°Uq0, q1) == (19(q0), 1% (1))

La sucesién de fibrados sobre Q/G

(QxG)/G = (Q%Q)/G % Q/G x QG

Es llamada Sucesién de Atiyah Discreta.

Fy (rQ*G/G QxQ/G(

q0:90)) =T 00, 1%aq1)
("9 (q0, 1)) = ((q0), 7(q1))
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Sucesion de Atiyah Discreta
Proposicion

Proposicion

Sea Ag una conexion discreta sobre m: Q — Q/G un G-
fibrado principal existe una funcion

02:Q/G xQ/G — (Q x Q)/G con las siguientes propiedades
(i) proo2 =p1

(ii) Froo2 = Idg/axq/a

(iil) 02(Ag/axq/a) C TV (Agxq)

Inversamente, dada una o3 : Q/G x Q/G — (Q X Q)/G tales

que (i), (i1), (i1i) se satifacen, entonces existe una conexion
discreta Ag.
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Sucesion de Atiyah Discreta

Sea Ay una conexién discreta entonces se define,
092 :Q/GxQ/G— (QxQ)/G

o2 (m(q0), m(qr)) = 799 (qo, Aa(go. 1) "' q1)

UNCU-CNEA-UNLP-CONICET



Sucesion de Atiyah Discreta
Grupoides de Lie

Definicién

Un grupoide sobre M es un conjunto G con las aplicaciones:

e origen y final o,B8 : G — M proyecciones.
o Una multiplicacion m : Go — G, con
G2 :={(g1,92) €G x G : B(g1) = a(g2)}
o Un mapa identidad e : M — G e(a(g))g =9 y
9e(B(9)) = g
o Un mapa inversion i : G — G.
Sugeto a ciertas condiciones...
Un grupoide G = M es un grupoide de Lie st M y G son
variedades suaves, a y 5 son submersiones suaves y los mapas
m, €,% SON SUAVES.
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Sucesion de Atiyah Discreta

(Q x G)/G tiene estructura de grupoide de Lie sobre Q/G
@ Las aplicaciones origen y final,
a(m@ 9% q,9) = m(q) vy BV (q,9)) = 7(q),
(@ x G)/G)2 ={(79*/% (g0, 90), 7* (g1, 91)) : m(q0) = (1)}
={(79%%(q0,90), 79*%% (g0, ho)) : 40 € Q, g0, ho € G}

@ La multiplicacién,

m(r? % (g0, 90)), (194 (g0, ho)) = 72*“% (g0, goho)
@ La aplicacién identidad € : (Q/G) = (Q x G)/G
e(m(q)) =794 (q,e)
e elemento neutro de el grupo de Lie G.
@ Lainversién i: (Q x G)/G — (Q x G)/G

(199G (g, 9)) = w2* g, 97")
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Sucesion de Atiyah Discreta

(Q X Q)/G tiene una estructura de grupoide de Lie sobre Q/G.

@ Las aplicaciones origen y final son
a(m®* PG (g, q)) == 7(g0) y BTV (g0, q1)) == 7(q1)

(Q % Q)G ={ (¥ (g0, q1), ¥ (¢}, q3)) : w(q1) = 7(qh)}
:{(WQXQ’G(QO,m)ﬂTQXQ’G(Qh(12)) :9€G,q,q1,92 € Q}

@ La multiplicacién,

m(r@*G( T@X@G( = g@*@.G(

QO7Q1)a Q1,Q2)) : QOaQQ)

@ Las aplicaciones identidad,
e(m(q0)) := 7% (g0, 90)

@ La inversién,

i(m 9 (qo, q1)) = 7D (a1, q0)
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Sucesion de Atiyah Discreta

Definicién

Dado dos grupoides de Lie G = M y G = M', un morfismo de
grupoides de Lie consiste en un par de aplicaciones suaves,
F:QHQI yFO:M—>MI tales quea/onFooa,

B oF = Fyo B y ademds F(g1g2) = F(g1)F(g2) para todo
91,92 € Ga.

Sean los grupoides de Lie G =M yG = M . F:G—G'y
Fy: M — M’ un morfismo de grupoides de Lie. Se define el
nicleo de F' como

Nuc(F) :={g € G: F(g) = €(m')para alginm’ € M'}
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Sucesion de Atiyah Discreta

@x )/ @xQ)/c /e x /e J

e 1y Fyjunto a Id : Q/G — @Q/G resultan ser morfismo
de grupoides de Lie.

o o Fy(n@%C/C(q,q)) = ((q), 7(q))
o y también,
Nue(Fp) ={mn?*?9C% (g0, q1) : (7(qo), 7(q1)) = (7(q),7(q)), para algin ¢ € Q}
={79*2%(q,99) : g € Q,9 € G}
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Sucesion de Atiyah Discreta

Sea Ay una conexion discreta simétrica con dominio I sobre un
G-fibrado principal 7 : Q — Q/G. Entonces

02:Q/G xQ/G — (Q x Q)/G es un morfismo de grupoides de
lie local si y sdlo si By(qo, q1,q2) = e localmente.
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Sucesion de Atiyah Discreta

oa((m(qo), m(q1)) e (w(q1), m(q2))) = 79> (g0, Aa(g0, ¢2) " q2)

02((7T(QO), 7T(Q1)) © 02((7T(Q1),7T(Q2))) = WQXQ’G(C]m-Ad(QOa fh)_l-Ad(Qh (12)_1(]2)

Entonces,
Aa(qo, ¢2) ™" = Aalgo, 1) " Aalqr, ¢2) "

Ba(qo,q1,62) = Aa(q2,q0)Aa(q1, g2) Aa(qo, q1) = e
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GRACIAS!!
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