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La Grassmanniana de un espacio de Hilbert

La Grassmanniana de un Hilbert # es

Gr(H) ={S : S subespacio cerrado de # }
~{PecB(H): P=P* =P},

donde B(#) son los operadores lineales continuos en
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La Grassmanniana de un espacio de Hilbert

La Grassmanniana de un Hilbert # es

Gr(H) ={S : S subespacio cerrado de # }
~{PecB(H): P=P* =P},

donde B(#) son los operadores lineales continuos en

Observacion: |P— Q| <1,VP,Q € Gr(H) J

Accidn del grupo unitario U sobre Gr(H):
U-P=UPU", PeGr(H),UclU
Localmente transitiva: ||P — Q|| < 1 = 3 U € U tal que Q = UPU*
Para cada P € Gr(#), su 6rbita cumple
Op={UPU" : UelU} = Comp. conexa P
Ip={UeU : UP = PU} es un subgrupo de Lie de U




Estructura diferencial de Gr(#)

Observacion
Op ~U/Tp es un espacio homogéneo suave de U
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Estructura diferencial de Gr(#)

Observacion
Op ~U/Tp es un espacio homogéneo suave de U

Espacio tangente en P: derivar v(t) = eXPe=X, X = —X*

TpGr(H) = {XP— PX : X = —X*}

_ 0 X2\ . L
{(5%) meneno)

C B(H)n (= operadores hermitianos)

Proyeccion sobre el tangente:
X1 Xq2 0 X2
Ep: B TrG E =
p: B(H)n = TeGr(H), <<X1*2 X22>) (X1*2 0 )

Proposicion (H. Porta, L. Recht '87)
Gr(H) es una subvariedad de B(H)n




Geodésicas en Gr(H)

Conexion lineal: X(f) campo tangente a lo largo de «(t) C Gr(H)

DX .
P2 E(X
i (X(1)
Ecuacion geodésicas: S
5 =1[9,4],9]
La geodésica 4 tal que 6(0) = Py §(0) = <X(112 X62> esta dada por

(e 0ol o7)
sy=e iz 0 /)pg X2 0
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Geodésicas en Gr(H)

Conexion lineal: X(f) campo tangente a lo largo de «(t) C Gr(H)

DX .
2 _E(X
o = Ea(X(®)
Ecuacion geodésicas: S
5 =1[9,4],9]
La geodésica 4 tal que 6(0) = Py §(0) = <X(112 XE)Z) esta dada por

(e 0ol o7)
sy=e iz 0 /)pg X2 0

¢ Geodeésicas cortas? Medimos asi: dada v : [0,1] — Gr(#),

1
L(y) = /0 ()] ot




Geodésicas en Gr(H)

Teorema (H. Porta, L. Recht ’87)
IP — Q|| < 1 = Existe unica geodésica minimal uniendo P y Q

Ideas en la prueba: |P — Q|| < 1 = Hay X = (X(Z _6“2> tal que
12

&P X =Q, |X|<n/2
Geodésica minimal: §(t) = eXPe~X, t € [0,1]
Comparar en la esfera Sy, usando una funcién F que reduce longitudes

Gr(H)
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Geodésicas en Gr(H)

Teorema (E. Andruchow ’14)
Dadas P, Q € Gr(#), son equivalentes:
Q Existe geodésica minimal uniendo P y Q
© Existe geodésica uniendo P y Q
Q dim(ran(P) Nnker(Q)) = dim(ker(P) N ran(Q))
Ademas, hay una Unica geodésica minimal sii la dimensién es cero.
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Geodésicas en Gr(H)

Teorema (E. Andruchow ’14)
Dadas P, Q € Gr(#), son equivalentes:
Q Existe geodésica minimal uniendo P y Q
O Existe geodésica uniendo P y Q
Q dim(ran(P) nker(Q)) = dim(ker(P) N ran(Q))
Ademas, hay una Unica geodésica minimal sii la dimensién es cero.

Halmos '69: S = ran(P), T = ran(Q), S* = ker(P), T+ = ker(Q)

H=(SNT)e S nTHeEnTH e (S nT)oH;

Ho

Observacién: La condicién dimS N 7+ = dim S+ N7 permite construir un

operador X = (0 _X12) tal que
X{2 0

FPe X =0, |X| <n/2




Subespacios invariantes por el shift

D={zeC:|z|<1}, T=0D
Espacio de Hardy:

27
H? = { fanalitcaenD : sup L / |F(re")[2dt < oo }

0<r<i 27T

fel?T f_Zfe’”’
n>0
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Subespacios invariantes por el shift

D={zeC:|z|<1}, T=0D
Espacio de Hardy:
2
H? = { f analitcaenD : sup ! / |F(re")[2dt < oo }

0<r<i 27T

{feL2 f_Zfe’”’}

n>0
Operador shift:
S: L3(T) — L3(T), (Sf)(e") = ef(e)

Teorema (Beurling-Helson)

E subespacio cerrado de L3(T), S(E) C E = E = ¢H?, |o| =1 a.e.
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Subespacios invariantes por el shift

D={zeC:|z|<1}, T=0D
Espacio de Hardy:

27
H? = { f analitcaenD : sup L / |F(re")[2dt < oo }

0<r<i 27T

fel?T f_Zfe’”’
n>0

S: L3(T) — L*(T), (Sf)(e") = ef(e)

Operador shift:

Teorema (Beurling-Helson)

E subespacio cerrado de L3(T), S(E) C E = E = ¢H?, |o| =1 a.e.

¢ Geodésicas uniendo subespacios invariantes por el shift en Gr(L?(T))?
Dadas ¢, ¥ unimodulares, entender cuando se cumple

(pH?)*

dim pH? N

= dim pH? N (pH?)*

de Toeplitz



Operadores de Toeplitz y geodésicas

L2 = [%(T), L> = L>=(T), P, = proyeccion ortogonal sobre H?

Operador de Toeplitz

Dada g € L®, T,:H? — H2, T,(f) = P.(of)
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Operadores de Toeplitz y geodésicas

L2 = [%(T), L> = L>=(T), P, = proyeccion ortogonal sobre H?

Operador de Toeplitz

Dada g € L®, T,:H? — H2, T,(f) = P.(of)

Propiedades: || Ty || = [l¢lleo ;5 Tp = To; ker(T ;) =~ ¥H? N (pH?)*"

©

Lema de Coburn: Si p # 0 € L> = ker(T,) = {0} oker(T;) = {0}

p J étrica de nu de Toeplitz



Operadores de Toeplitz y geodésicas

L2 = [%(T), L> = L>=(T), P, = proyeccion ortogonal sobre H?

Operador de Toeplitz

Dada ¢ € L®, T,:H? — H2, T,(f) = P.(of)

Propiedades: || Ty || = [l¢lleo ;5 Tp = To; ker(T ;) =~ ¥H? N (pH?)*"

©

Lema de Coburn: Si p # 0 € L> = ker(T,) = {0} oker(T;) = {0}

Teorema (E. Andruchow, E.C., G. Larotonda)

Sean p, ¥ unimodulares. Son equivalentes:
Q ker(T ;) = ker(Tzy) = {0}
Q Hay una geodésica en Gr(L?) uniendo oH? y ¢H?
Q Hay una Unica geodésica minimal en Gr(L?) uniendo pH? y ¢ H?




Inyectividad e invertibilidad de operadores de Toeplitz

Inyectividad de operadores Toeplitz

D. Clark '69

M. Lee - D. Sarason '71

N. Makarov - A. Poltoratski '10 (Completitud de exponenciales)
M. Mitkovski- A. Poltoratski '10 (Sucesiones de Pélya)
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Inyectividad e invertibilidad de operadores de Toeplitz

Inyectividad de operadores Toeplitz

D. Clark '69

M. Lee - D. Sarason ’71

N. Makarov - A. Poltoratski '10 (Completitud de exponenciales)
M. Mitkovski- A. Poltoratski '10 (Sucesiones de Pélya)

Condicién suficiente:

T, invertible => ker(T ;) = ker(Tgy) = {0}

No vale: “ <" (veremos ejemplo mas delante)

Notacién: C = C(T), H> :=L*NH?
Algebra de Sarason:

H*+C={f+g:feH>* geC}

H> C H*> + C C L*° son subalgebras
Nocion bien definida de indice para f invertible en H>* + C




Inyectividad e invertibilidad de operadores de Toeplitz

Teorema (Invertibilidad de operadores de Toeplitz)

Dada f € L*°, valen
Q T; esinvertible < T; Fredholm de indice cero
Q Sife H> + C, Ty invertible <> f invertible en H* + C, ind(f) = 0

ind(pv) = —ind( T,3) = dimker(Typ) — dimker(T )
=dimpH? N (YH?)E — dimyH? N (pH?)*

p J étrica de nu de Toeplitz



Inyectividad e invertibilidad de operadores de Toeplitz

Teorema (Invertibilidad de operadores de Toeplitz)

Dada f € L*°, valen
Q T; esinvertible <= T; Fredholm de indice cero
Q Sife H>* + C, T invertible < f invertible en H>* + C, ind(f) =0

ind(pv) = —ind( T,3) = dimker(Typ) — dimker(T )
=dimpH? N (YH?)E — dimyH? N (pH?)*

Corolario (E. Andruchow, E.C., G. Larotonda)

Sean ¢, ) invertibles en H>* + C. Entonces ind(y) = ind(y)) <
3! geodésica minimal en Gr(L?) uniendo oH? y 1) H?

Ejemplos:
—1/2 — —1/3 —1/4 —1/5 ;.
z (f_zfz) H> y z! (12_2/3> (12_2/4) (f_zfs) H? ~» 3 geodésica
zH?> 'y z7'H?> ~» F#geodésica




Factorizacion de funciones en H?

f € H? es interior si |[f| = 1 a.e.

f € H? es exterior sispan{ fx, : n> 0} = H?, siendo x,(e") = e™

Teorema (Factorizacion interior-exterior)

Sif € H?, f = fiufoq (Unica salvo constantes)
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Factorizacion de funciones en H?

f € H? es interior si |[f| = 1 a.e.

f € H? es exterior sispan{ fx, : n> 0} = H?, siendo x,(e") = e™

Teorema (Factorizacion interior-exterior)

Sif € H?, f = fiufoq (Unica salvo constantes)

Las funciones interiores se pueden seguir factorizando...
Productos de Blaschke: Si a1,...,a, ¢ D\ {0}

Para infinitos ay, ap, . . ., tenemos la condicion de Blaschke

oo

Producto converge <« 2(1 —laj|) < o0
j=1

Observacion: Productos de Blaschke son interiores con ceros { g; }




Factorizacion de funciones en H?

Funciones singulares: Sea 1. medida positiva finita en T y u singular respecto
medida de Lebesgue

@) =oxp (- [ 1 Zdulm))

Observacion: Son interiores y s, # 0 en D

z+1

Ejemplo: Si 1 soportada en {1}, 5,(z) = ez

Teorema (Factorizacién candnica)

Toda f € H? se factoriza como
f B )\ b SN fext B

donde X\ € T, b producto de Blaschke, s,, singular y fe parte exterior de f
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Ejemplos

Observacion

Si /v (i.e. 0 =+ para alguna 0 funcion interior) = ker(T ;) # {0}

Ejemplo: Tomando como ceros a; = —1 + 1//2, no hay geodésica entre

00 —1_|_1/2])2 g ) —1+1/j2—z PP,
H1 oy H1—(—1+1/j2)ze H

(1 +1/(2)) )ze
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Ejemplos

Observacion

Si /v (i.e. 0 =+ para alguna 0 funcion interior) = ker(T ;) # {0}

Ejemplo: Tomando como ceros a; = —1 + 1//2, no hay geodésica entre

1+ 1/(2)° 22 L RV it SRS
H1—(1+1/(2]))Ze S A | o e T P H

Teorema (M. Lee - D. Sarason '71)

Sean p, v funciones interiores.
Q sop()\sop(y) # 0 = ker(T ) ={0}
Q sop(p)# sop(y) = espectro de T, es D

Ejemplo: Hay geodésica entre

o —1+1/2—-z .,
H1—(—1+1/j2)zH y

et H2

Observacion: T_;; inyectivo, rango denso y no invertible




Una desigualdad

Notacion: P, (resp. P,) proyeccion ortogonal sobre ©H? (resp. Y H?)
Si hay geodésica entre pH? y 1) H?, esta dada por
5(t) = e¥ev Pem e t€0,1]

donde X3 , = —X,, codiagonal y P, = &%+ P e Xev
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Una desigualdad

Notacion: P, (resp. P,) proyeccion ortogonal sobre ©H? (resp. Y H?)
Si hay geodésica entre pH? y 1) H?, esta dada por
5(t) = e¥ev Pem e t€0,1]

donde X3 , = —X,, codiagonal y P, = &%+ P e Xev
Definicién: Si A € B(H), v(A) = inf o(|A]) \ {0} (mddulo minimo reducido).

1 Xpull = cos™" (AT,5))

Teorema (E. Andruchow, E. C., G. Larotonda)

», ¥ unimodulares tales que ker( T@) =ker(Tyz) ={0} =

|MoPs. = Po-My|| > cos™ (+(T,5))

para toda funcién real 6 € L= con € = i




Muchas gracias




Apéndice A

Representacién por bloques

Si P proyeccion sobre S, cualquier X € B(H) se escribe
X — X1 Xq2
Xo1 X2

X11 ZPX|3 X12:PX|$J_

donde

X1 = (I— P)X|s Xoo = (I — P)X|s2

Observacion: P= (I 0)

0 0
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Representacién por bloques

Si P proyeccion sobre S, cualquier X € B(H) se escribe
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Apéndice B

int

Usando que { & } , es base ortonormal de L2,y si p € L™,
ne

Var
eint
Y= Z ®n \/ﬂ

nez

el operador de Toeplitz se escribe

Yo Y-1 P2 P-3

Y1 Yo p-1 P2
T,=|¥2 @1 $Yo P

Y3 P2 ©1 ¥o
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